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Vorwort zur ersten Auflage

Das vorliegende Lehrbuch behandelt die Quantenmechanik. In einem einlei-
tenden Kapitel werden, ausgehend von der historischen Entwicklung, an Hand
eines Interferenzexperiments die Grundpostulate erschlossen, von da ab ist der
Aufbau rein deduktiv. Neben den Grundlagen und vielen Anwendungen werden
auch neue Aspekte der Quantentheorie und deren experimentelle ﬁberprﬁfungen
dargestellt. Im Text wird Wert auf eine gestraffte Darstellung gelegt, die den-
noch keine weiteren Hilfsmittel erfordert. Die Verstandlichkeit wird gewahrlei-
stet durch Angabe aller mathematischen Schritte und ausfiihrliche und voll-
standige Durchfiihrung der Zwischenrechnungen.

Das Buch behandelt die nichtrelativistische Quantenmechanik ohne zweite
Quantisierung, abgesehen von einem Abschnitt ,Optische Ubergénge®, der eine
elementare Darstellung der Quantisierung des Strahlungsfeldes enthilt. Neben
dem unabdingbaren Stoff der Quantenmechanik, innerhalb dessen die Streu-
theorie, zeitabhingige Phanomene und die Dichtematrix ausfihrlich diskutiert
werden, enthilt das Buch eine Darstellung der Theorie des Mefiprozesses und
der Bellschen Ungleichung. Ein Kapitel, das bisher noch nicht Eingang in die
Lehrbuchliteratur gefunden hat, ist die supersymmetrische Quantenmechanik.

Aus didaktischen Grunden wird zunichst die Wellenmechanik entwickelt
und ab Kapitel 8 zur Dirac-Notation ubergegangen. Nebenrechnungen und Be-
merkungen, die fiir das Verstdndnis nicht entscheidend sind, werden in Klein-
druck dargestellt. Nur in den etwas fortgeschritteneren Abschnitten sind Zitate
angegeben, die auch dort keineswegs vollstandig sind, aber zur weiteren Lektlire
anregen sollen.

Das Buch wird Studenten der Physik und verwandter Fachgebiete ab dem
4. oder 5. Semester empfohlen, und Teile daraus kénnen moglicherweise auch
von Lehrenden nutzbringend verwendet werden.

Dieses Buch ist aus Vorlesungen tiber Quantenmechanik, die der Autor
seit 1973 an der Universitdt Linz und der Technischen Universitat Minchen
gehalten hat, entstanden. Bei Teilen der Rohfassung des Skriptums und von
Zeichnungen und Tabellen haben die Herren R. Alkover, E. Frey und H.-T.
Janka mitgewirkt. Die Korrekturen der Druckfahnen wurden von den Herren
Th. Fischer, W. Prusseit, H. Schinz, A. Schorgg, S. Thoma und U. Tauber
gelesen. Herr W. Gasser hat das gesamte Manuskript gelesen und zu vielen
Kapiteln des Buches wertvolle Anregungen gegeben. Ihnen und allen anderen
Mitarbeitern, deren Hilfe fiir die Entstehung wichtig war, sowie dem Verlag sei
an dieser Stelle herzlichst gedankt.

Miinchen, September 1988 _ F. Schwabl
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1. Historische und experimentelle Grundlagen

1.1 Einleitung und Uberblick

Trotz der Vielfalt von Phanomenen, die durch klassische Mechanik und Elek-
trodynamik beschrieben werden, bleibt doch eine grofie Gruppe von Natur-
erscheinungen durch die klassische Physik unerkldrt. Beispiele hierfir lassen
sich in verschiedenen Bereichen der Physik finden, etwa in der Physik der
Atomhille, die eine Begrindung fir die Struktur der Elektronenhiillen der
Atome, fir das Auftreten diskreter Energieniveaus sowie homoopolarer und
Van-der-Waals-Bindungen liefern mufl. Die Physik makroskopischer Kirper
(Festkorper, Flissigkeiten und Gase) vermag mit Hilfe klassischer Modelle
keine widerspruchsfreien Erklarungen fiir Struktur und Stabilitidt der konden-
sierten Materie, fiir Kohédsionsenergie von Festkérpern, elektrische und ther-
mische Leitfahigkeit, spezifische Warme molekularer Gase und Festkorper bei
tiefen Temperaturen und flir Phénomene wie Supraleitung, Ferromagnetismus,
Suprafluiditat, Quantenkristalle und Neutronensterne zu geben. Kernphysik
und Elementarteilchenphysik bediirfen absolut neuer theoretischer Grundlagen,
um die Struktur der Atomkerne, Kernspektren, Kernreaktionen (Wechselwir-
kung von Teilchen mit Kernen, Kernspaltung, Kernfusion) und die Stabilitét
von Kernen zu beschreiben, bzw. um Aussagen iiber Gréfle und Struktur von
Elementarteilchen, ihre mechanischen und elektromagnetischen Eigenschaften
(Masse, Drehimpuls (Spin), Ladung, magnetisches Moment, Isospin) und ihre
Wechselwirkungen (Streuung, Zerfall, Produktion) machen zu konnen. Selbst
in der Elektrodynamsik und Optik gibt es klassisch nicht erklarbare Effekte, z.B.
Hohlraumstrahlung und photoelektrischer Effekt.

Alle aufgezahlten Erscheinungen kénnen mit quantentheoretischen Metho-
den behandelt werden. Eine Ubersicht iiber die Elemente der Quantentheorie
liefert die folgende Tabelle 1.1. Dieses Buch befafit sich mit der nichtrelativi-

Tabelle 1.1. Die Elemente der Quantentheorie

nichtrelativistisch relativistisch
Quantentheorie stabiler Schrodinger-Gleichung Dirac-Gleichung
Teilchen (fiir Fermionen)
Quantentheorie von Erzeu-  nichtrelativistische relativistische
gungs- und Vernichtungs- Feldtheorie Feldtheorie

prozessen




stischen Quantentheorie stabiler Teilchen, beschrieben durch die Schrédinger-
Gleichung.

Zunachst wird ein kurzer Uberblick iiber die wesentlichen Begriffsbildun-
gen der klassischen Physik gegeben, bevor im Abschn. 1.2 deren Grenzen ein-
gehender besprochen werden.

Die Physik um die Jahrhundertwende bestand aus klassischer Mechanik,
die um 1905 durch Albert Einsteins Relativitatstheorie erweitert wurde, und
der Elektrodynamik.

Die klassische Mechanik, auf den Newtonschen Axiomen beruhend (lex
secunda, 1687), erlaubt die Beschreibung der Dynamik von Massenpunkten,
z.B. Planetenbewegung, der Bewegung des starren Korpers, der elastischen Ei-
genschaften von festen Korpern und enthilt Hydrodynamik und Akustik. Die
Elektrodynamik ist die Theorie der elektrischen und magnetischen Felder im
Vakuum, und wenn die Materialkonstanten &, u, o bekannt sind, in kondensier-
ter Materie. In der klassischen Mechanik wird der Zustand eines Teilchens durch
Angabe von Ort #(t) und Impuls p(t) charakterisiert, und es erscheint uns aus
unserer Alltagserfahrung selbstverstandlich, dafl die gleichzeitige Angabe die-
ser beiden Gréflen mit beliebiger Genauigkeit moglich ist. Wie wir spater sehen
werden, konnen im mikroskopischen Bereich Ort und Impuls prinzipiell nicht
gleichzeitig beliebig genau angegeben werden. Wenn wir deren Unschéarfen in
einer Raumrichtung mit Az und Ap bezeichnen, so gilt stets Az« Ap>Hh/2,
wobei ki = 1.0546 X 10~27 ergsec! das Plancksche Wirkungsquantum ist. Klas-
sische Teilchen sind also charakterisiert durch Ort und Geschwindigkeit und
stellen einen begrenzten ,Bereich von Materie“ dar.

Elektromagnetische Wellen andererseits, beschrieben durch die Potentiale
A(z,t) und é(z,t) bzw. durch die Felder E(x,t) und B(x,t), sind raumlich
ausgedehnt, zum Beispiel ebene Wellen exp {i(k:& — wt)} oder Kugelwellen
(1/r)- exp {i(kr —wt)}. Energie und Impuls sind entsprechend der Energie- und
Impulsdichte der Welle auf ein raumlich ausgedehntes Gebiet verteilt.

Im folgenden wollen wir an einigen historisch bedeutsamen Beispielen Ein-
sicht gewinnen in zwei Hauptquellen fir die empirische Notwendigkeit einer
neuen theoretischen Grundlage: (i) zum einen die Unmdglichkeit zwischen Teil-
chen- und Wellenbild im mikroskopischen Bereich zu trennen, und (ii} zum
anderen das Auftreten von diskreten Zusténden im atomaren Bereich, welches
den Ausgangspunkt fiir das Bohrsche Atommodell bildete.

1.2 Historisch grundlegende Experimente
und Erkenntnisse

Ende des 19. und Anfang des 20. Jahrhunderts wurde durch verschiedene em-
pirische Fakten die Unzuldnglichkeit der klassischen Physik immer offenbarer.
Einige Experimente sollen dies verdeutlichen.

1 lerg=10""J



1.2.1 Teilcheneigenschaften elektromagnetischer Wellen

1.2.1.1 Die Hohlraumstrahlung

Wir betrachten einen Hohlraum der Temperatur T, in dem Strahlungsgleich-
gewicht herrsche (Abb.1.1). Das Volumen des Hohlraums sei V = L3, die
Energiedichte (Energie pro Volumen- und Frequenzeinheit) u(w). Dabei gibt
u(w)dw die Energie pro Volumeneinheit im Intervall [w,w + dw] an. Klassisch
gilt hierfiir das Rayleigh-Jeans-Gesetz

w(w) = BT w2

(1991111 HY, \ L (b)
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Abb. 1.1a,b. Hohlraumstrahlung. (a) Strahlungsfeld. (b) k-Raum: 1 Punkt pro Volumen
(=/L)?

Dies sieht man leicht ein, wenn man stehende ebene Wellen in einem Hohlraum
mit reflektierenden Metallwénden betrachtet. Die Komponenten des elektri-
schen Feldes sind
m
E;(x)~ sin k121 sin kazo sin k3zz mit k= -E(nl,nz,ng)
ni=1,2,3,...

b

Die Anzahl der Wellen im Intervall [w, w + dw] ist mit der Vakuum-Dispersions-
relation w = ¢+ k gleich der Zahl dN der Wellenvektor-Punkte in einem 1/8 der
Kugelschale? [k, k + dk], also

1 Volumen der k-Raum-Kugelschale

N = 8 k-Raum-Volumen pro Punkt

_ 4mk%dk LB 24
© 8«(n/L)® 2T it

2 Anmerkung: Der Faktor 1/8 ergibt sich, weil die k;-Werte der stehenden Wellen po-
sitiv sind. Das gleiche Ergebnis fiir dN erhalt man fir periodische Randbedingungen mit
exp{ik-z} und k = (n1,n2,n3)27n/Lund n; =0, £1,+2, ... .



ulw) ~2 Abb. 1.2. Strahlungsgesetz

Da ferner die Energie eines Oszillators kgT ist (mit der Boltzmann-Konstanten
kg = 1.3806 X 10716 erg/K), erhilt man wegen der zwei Polarisationsrichtun-

gen 3 k
L u)2db) . kBT _ BT

2
= wdw
2r2cd L3 w23

w(w)dw =2+

Wegen [u(w)dw = oo fithrt dieses klassische Resultat aber zur sog. ,Ultra-
violettkatastrophe®, d.h. der Hohlraum miifite einen unendlichen Energieinhalt
besitzen (Abb. 1.2).

Wahrend die Experimente bei niederen Frequenzen mit der Rayleigh-Jeans-
schen Formel tibereinstimmten, fand Wien dagegen empirisch bei grofien Fre-
quenzen folgendes Verhalten:

u(w) “=5° Awd e 9/T . (A, g = const)

Max Planck entdeckte dann 1900 (aufgrund tiefsinniger thermodynamischer
Uberlegungen interpolierte er die zweite Ableitung der Entropie zwischen dem
Rayleigh-Jeans- und Wien-Grenzfall) eine Interpolationsformel (Plancksches
Strahlungsgesetz):

h w3

. ; h=1.054 -2 . (11
23 exp (ho/kpT] =1 Rk 0546 x 107*' ergs (1.1)

w(w) =

Es gelang ihm auch, dieses Strahlungsgesetz aufgrund der Hypothese abzulei-
ten, dal Energie von den Winden an die Strahlung nur in Vielfachen von #iw,
namlich E, = n-hw abgegeben wird.

Dies ist ein deutlicher erster Hinweis auf die Quantisierung der Strahlungs-
energie.

1.2.1.2 Photoelektrischer Effekt

Strahlt man Licht der Frequenz w (im Ultravioletten, bei Alkalimetallen auch
im Sichtbaren) auf eine Metallfolie oder -oberflache (Hertz 1887, Lenard), so
beobachtet man, daf8 Elektronen mit einer maximalen kinetischen Energie von

2
mug

E. = 7 = hw —W (W = Austrittsarbeit)




—_— Elektron Abb. 1.3. Photoelektrischer Effekt
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emittiert werden (Abb. 1.3). Dies fiihrte Albert Einstein 1905 zu der Hypothese,
daf} Licht aus Photonen, Energiequanten der Energie hw, besteht. Danach kann
ein im Metall gebundenes Elektron nur dann von einem auftreffenden Photon
herausgelost werden, wenn dessen Energie die Austrittsarbeit W nicht unter-
schreitet.

In der klassischen Elektrodynamik ist die Energiedichte des Lichtes im
Vakuum durch (1/87)(E2 + H?) (proportional zur Intensitat) und die Energie-
stromdichte durch S = (¢/47)E X H gegeben. Daher wiirde man bei kleiner
Intensitat klassisch erwarten, daf erst nach einer gewissen Zeit gentigend Ener-
gie ibertragen worden ist, um die Elektronenemission zu bewirken. Auch sollte
es keine untere Frequenz des Lichtes fur das Auftreten des Photoeffektes ge-
ben. Tatséchlich beobachtet man jedoch auch bei geringer Strahlungsintensitat
ein sofortiges Einsetzen der Elektronenemission, wenn auch in geringerer An-
zahl (Meyer und Gerlach), und es tritt bei Erniedrigung der Lichtfrequenz un-
ter W/h in Uberemstlmmung mit der quantenmechanischen Vorstellung keine
Emission mehr auf. Tabelle 1.2 zeigt einige Beispiele fiir reale Austrittsarbeiten.

Wir gelangen also zu folgender Hypothese: Licht besteht aus Photonen
der Energie E = hw, der Geschwindigkeit ¢ und einer Fortpflanzungsrichtung
parallel zum elektromagnetischen Wellenvektor k& (Begriindung: Lichtblitz mit
Wellenzahl k). Damit aber lassen sich auch schon Aussagen tiber Impuls und
Masse des Photons machen.

Aus der Relativitdtstheorie ist bekannt:

2
E = \/p%c? + m2ct v=a—E=L— . (1.2)

p /P2 + mict

Tabelle 1.2. Beispiele realer Austrittsarbeiten

Element W Ta Ni Ag Cs Pt

WineV 45 42 46 48 18 53

1eV&A=1.24 X 107 cm 1.6 X 107 2erg
4eV=A=3.1 X 10~ %cm, d.h. Ultraviolett



Wegen |v| = ¢ folgt aus (1.2) m = 0 und somit E = pc. Vergleicht man dies
mit E = hw = heck (elektromagnetische Wellen: w = ck), ergibt sich p = hk.
Weil p und k parallel sind, folgt ferner p = hk. Also:

E=nh E
o h:} Vierervektor p# : ( I{C) = h(:) . (1.3)

1.2.1.3 Der Compton-Effekt 3

Rontgen-Strahlen sollen auf ein Elektron treffen (Abb. 1.4), das in diesem Zu-
sammenhang als frei und ruhend behandelt werden kann. Beim elastischen Stof

zwischen Elektron und Photon bleibt der Viererimpuls (Energie und Impuls)
erhalten, deshalb:

h<k) * (mc) = (:Ii:) + ( v +m262> : (1.4)

0

k p

Die Viererimpulse:

Photon Elektron

vorher: h <k) <mc)
k 0

; \//2—2_2_
nachher: h(k ) ( Pt mie ) .

kl pl

Abb. 1.4. Stof} eines Photons und eines Elektrons

Bringen wir den Viererimpuls des Photons nach dem Sto auf die linke Seite
von (1.4) und bilden dann das Viererskalarprodukt (vig, = %% —v.q =
Produkt der zeitartigen Komponenten v?, ¢° minus dem Skalarprodukt der
raumartigen) jeder Seite mit sich selbst, ergibt sich mit p#p, = p'# pL = m2¢c2,
ktk, = k”‘k; =0:

m2c? + 2h(k — k' Yme — 2h2(kk' — k- k') = m2c?

-k = —h—kk'(l —cos O)
me

Wegen k = 27/ ergibt sich fiir die Anderung der Wellenlange
) (1.5)

wobei A = h/mec = 3.86 X 10711 cm die Compton-Wellenlinge des Elek-
trons ist (me = 0.91 X 10727 g, ¢ = 2.99 X 10!0 cmsec™1). Fiir die Streuung

3 A.H. Compton, A. Simon: Phys. Rev. 25, 306 (1925)
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0.707 A: unigestreute Photonen

0.731 A: gestreute Photonen.

Der Stof eines Photons an einem Elektron fuhrt zu
einer Energieabgabe, d.h. zur Vegroflerung der Wel-
lenlange.

0707 0731  A(A)

Abb. 1.5. Intensitatsverteilung fir Streuung von Rontgenstrahlen an Kohlenstoff

von Rontgen-Strahlen an Elektronen in Kohlenstoff findet man etwa die Inten-
sitatsverteilung der Abb. 1.5.

Die eben geschilderten Experimente enthiillen deutlich den Teilchencha-
rakter von Licht. Andererseits ist gesichert, dafl Licht auch Welleneigenschaften
besitzt, wie sie sich etwa in Interferenz- und Beugungserscheinungen auflern.

Eine 8hnliche Dualitdt, wie wir sie fiir Lichtwellen gefunden haben, existiert
nun aber auch fiir die konventionellen Teilchen der klassischen Physik.

1.2.2 Welleneigenschaften von Teilchen, Beugung von
Materiestrahlen

Entsprechende Versuche fiihrten Davisson & Germer, Thomson und Rupp (1928)
mit Elektronen durch, Stern machte ahnliche Experimente mit Helium. Durch-
setzt ein Materiestrahl ein Gitter (fiir Elektronen wegen ihrer kleinen Wel-
lenlénge ein Kristallgitter), so entstehen Interferenzerscheinungen, wie sie aus
der Optik fir sichtbares Licht wohlbekannt sind. Empirisch ergibt sich auf
diesem Weg fiir nichtrelativistische Elektronen (Kinetische Energie Eyj, =

p?/2m):

2wh 2nhe 12.24

)\:-———z

p \/ch2(p2/2m) - \/Ekin(eV)

Dieser experimentelle Befund ist in genauer Ubereinstimmung mit der von de
Broglie 1923 aufgestellten Hypothese, dafl einem Teilchen mit Gesamtenergie
E und Impuls p eine Frequenz w = E/hk und eine Wellenldnge A = 2xh/p
zuzuordnen ist. Welche physikalische Bedeutung diese Welle hat, miissen wir
spater noch klaren (s. Abschn. 2.1). Daf aber auch im mikroskopischen Bereich
der Teilchenbegriff qualitativ seine Existenzberechtigung hat, kann man an den
folgenden Phinomenen sehen:

(1.6)

- Ionisationsspuren in der Wilson-Kammer: Die in die mit Uberséattigtem
Wasserdampf gefiillte Kammer eindringenden Elektronen ionisieren die
Gasatome entlang ihrer Flugbahn. Diese Ionen wirken als Kondensati-
onskeime und fithren bei Expansion und damit Abkiihlung des Wasser-
dampfes zur Bildung kleiner Wassertrépfchen.



- Streu- und Stoflexperimente zwischen mikroskopischen Teilchen.

- Millikan-Versuch: Quantisierung der elektrischen Ladung in Einheiten der
Elementarladung eq = 1.6021 X 1071°C = 4.803 x 10~ 10 esu.

- Die diskrete Struktur des Festkorpers.

1.2.3 Diskrete Zustande

1.2.3.1 Diskrete Energie-Niveaus

Dieser Sachverhalt soll durch einen kurzen Abri8 {iber die jiingere Geschichte
der Atomtheorie dargestellt werden.

Thomsons Atommodell ging von der Annahme aus, dafl ein Atom aus ei-
ner liber dessen Radius ausgedehnten, die Hauptmasse tragenden, kontinuier-
lichen und positiven Ladungsverteilung besteht, in die die Elektronen eingebet-
tet sind.* Geiger und Geiger & Marsden (1908) fanden bei Streuexperimenten
mit Alpha-Teilchen an Silber und Gold Riickwéartsstreuung und Ablenkung in
senkrechter Richtung. Rutherford erkannte sofort, da dies unvereinbar mit
der Thomsonschen Vorstellung ist, und prasentierte 1911 sein Atommodell,
nach dem die Elektronen planetenartig einen positiv geladenen Kern mit sehr
kleinem Radius umlaufen, der fast die gesamte Masse des Atoms tragt. Die
Rutherfordsche Theorie fiir Streuung an einem Punkt-Kern wurde von Geiger
und Marsden im Detail bestatigt. — Es war flir den Fortschritt der Atom-
physik ein besonders gliicklicher Umstand (Kap.18.5, 18.10), daf8 die klas-
sische Rutherfordsche Formel identisch ist mit der quantenmechanischen, doch
sind die Schwierigkeiten des Rutherfordschen Atommodells uniibersehbar. Der
Elektronenumlauf auf gekriimmten Bahnen stellt eine beschleunigte Bewegung
dar, so dafl die Elektronen wie ein Hertzscher Dipol fortwéhrend Energie ab-
strahlen mifBten und spiralférmig in den Kern fallen wiirden. Die Umlauffre-
quenz wiirde kontinuierlich variieren, ein kontinuierliches Emissionsspektrum
von Licht wére zu erwarten. Tatséichlich jedoch enthiillen Experimente diskrete
Emissionslinien, deren Frequenzen etwa beim Wasserstoffatom der verallgemei-
nerten Balmer-Formel

1 1
hw:R}“(;;f—m)

(Ry =Rydberg-Konstante, n und m natirliche Zahlen) gehorchen. Diese For-
mulierung stellt einen Spezialfall des Rydberg-Ritzschen Kombinationsprin-
zips dar, nach dem sich die Frequenzen als Differenzen von Spektral-Termen
ausdriicken lassen.

4 Durch die Experimente von P. Lenard (1862—1947) — Kathodenstrahlen, Lenard-Fenster
— war erwiesen, dafl Atome etwa 2.000 mal leichtere, negativ geladene (—eo) Partikel — Elek-
tronen — enthielten. Das Thomsonsche Atommodell (J.J. Thomson, 1857-1940) war wichtig,
weil es den Atomaufbau auf elektrodynamischer Basis zu erklaren versuchte, wonach die Elek-
tronen im elektrostatischen Potential der positiv geladenen Kugel harmonische Schwingungen
durchfiihren sollten. Allerdings konnte man damit nur eine einzige Spektrallinie und nicht
ein ganzes Spektrum erklaren.

8



Bohr fiihrte dann 1913 seine beriihmte Quantisierungsbedingung ein. Er
postulierte als stationdre Zustande jene der klassischen Bahnen, die die Be-
dingung §pdg = 27whn erfilllen.®* Damit lieB sich bereits die Balmer-Formel
fiir Kreisbahnen begriinden. Beruhte die Atomphysik bis zu diesem Zeitpunkt
ausschliefllich auf experimentellen Befunden, die durch die Bohrsche Forderung
eine recht willkiirliche und unbefriedigende Teilerklarung — schon das Helium-
atom verschliefit sich der Bohrschen Theorie — fanden, so legten Heisenberg
(Matrizenmechanik 1925, Unscharferelation 1927) und Schrddinger (Wellen-
mechanik 1926) mit ihren zueinander dquivalenten Formulierungen bald den
geeigneten axiomatischen Grundstock der Quantenmechanik und damit einer
befriedigenden Theorie atomarer Verhaltnisse.

Neben der Existenz diskreter atomarer Emissions- und Absorptionsspek-
tren zeigt auch ein Experiment von J. Franck und G. Hertz, im Jahre 1913,
deutlich die Existenz diskreter Energieniveaus in Atomen.

' B
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Abb. 1.6a,b. Franck-Hertz-Effekt. (a) Versuchsanordnung: K Kathode, G Gitter, A Anode.
(b) Stromverlauf: Abfall, wenn Elektronen das Hg vor G, auf halber Strecke und vor G, etc.
anregen konnen

In einer Versuchsanordnung, wie sie die Abb. 1.6 schematisch wiedergibt,
werden die von der Kathode emittierten Elektronen im elektrischen Feld zwi-
schen Kathode und Gitter beschleunigt und miissen dann eine kleine Gegen-
spannung durchlaufen, bevor sie die Anode erreichen. Die RShre ist dabei mit
Quecksilberdampf gefiillt. Bei Spannungserh6hung zwischen K und G steigt
der Strom I zunédchst an. Wenn jedoch schlieBlich die kinetische Energie der
Elektronen am Gitter so gro8 ist, daf sie beim Stoff ein Quecksilberatom vom
Grundzustand in den ersten angeregten Zustand tberfithren kénnen, verlie-

5 Genauer besteht die Bohrsche Theorie aus drei Elementen. (i) Es gibt stationare Zu-
stinde, also zeitlich unverinderliche Bahnen, in denen keine Energie abgestrahlt wird. (ii)
Quantisierungsbedingung: Die Auswahl der stationiren Bahnen aus den nach der Newton-
schen Mechanik moglichen erfolgt aufgrund der Ehrenfestschen Adiabatenhypothese, nach
der solche Groflen zu quanteln sind, die nach der Newtonschen Mechanik adiabatisch invari-
ant sind, also bei einer langsamen Veranderung von Parametern des Systems invariant blei-
ben. (iii) Bohrsche Frequenzbedingung: Beim Ubergang eines Atoms von einem stationaren

Zustand mit Energie E; zu einem mit Energie E; ist die Frequenz des emittierten Lichts
(E1 — E»)/h.



ren sie groflenteils ihre kinetische Energie und erreichen wegen der negativen
Gegenspannung die Anode nicht mehr. Dies geschieht bei etwa 5V Spannung
das erste Mal. Bei 10V tritt der Anregungsprozef3 beim halben Abstand zwi-
schen Kathode und Gitter und ein zweites Mal am Gitter auf, etc. Nur ganz
bestimmte Elektronenenergien konnen also von den Quecksilberatomen aufge-
nommen werden. Die Frequenz des abgestrahlten Lichtes entspricht ebenfalls
dieser Energie.

1.2.3.2 Drehimpulsquantisierung (Raumquantisierung)

Stern und Gerlach schossen 1922 einen Strahl paramagnetischer Atome in ein
stark inhomogenes Magnetfeld ein und beobachteten die auftretende Ablenkung
(Abb.1.7). Fir die unter solchen Bedingungen auf ein magnetisches Moment
m wirkende Kraft gilt gem&f der Elektrodynamik

K=V(u-B) . (1.7)

Hier ist B, > By, By, deshalb prizediert das magnetische Moment um die z-
Richtung und esist o+ B 2 pu,B;. Ferner kann die z- und y-Abhangigkeit von
B, im Vergleich zur z-Abhéngigkeit vernachlassigt werden, so dafl

9B. .
K= quez (1.8)

mit dem Einheitsvektor in z-Richtung é,.

7z -Magnet

Paramagnet.
R 7GOC A
Atome 5, [S3355555553] z
CISLILILECD
BSOS S0o0d
CS5L5035d
Co2e2e 5%,

x y
Abb. 1.7. Stern-Gerlach-Versuch

\

Die Ablenkung stellt sich also als proportional zur z-Komponente des ma-
gnetischen Momentes heraus. Klassisch variiert u, kontinuierlich, man wirde
also eine breite Auffacherung des Atomstrahls erwarten. Tatsachlich findet man
dagegen im Experiment eine diskrete Zahl von Strahlen, beim Wasserstoff z.B.
zwei. Es scheinen also nur wenige Orientierungen des magnetischen Momen-
tes p gegentiber der Feldrichtung erlaubt zu sein. Dariiber hinaus weist der
Stern-Gerlach-Versuch auf die Existenz des Spins hin.
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2. Wellenfunktion
und Schrodinger-Gleichung

2.1 Die Wellenfunktion und ihre
Wahrscheinlichkeitsinterpretation

GemafB den Uberlegungen in Abschn.1.2.2 in Zusammenhang mit der Elektro-
nenbeugung kommen einem Elektron auch Welleneigenschaften zu; diese Welle
sei ¢(e,t). Fiir freie Elektronen mit Impuls p und Energie E = p?/2m kann
man diese in Einklang mit den Ergebnissen des Beugungsexperimentes als freie
ebene Welle ansetzen, d.h. ¥ hat die Form

(e, t)=C-® =) mit w=EBE/h , k=p/h . (2.1)

Nun wollen wir uns der Frage zuwenden, welche physikalische Bedeutung diese
Wellenfunktion besitzt. Dazu betrachten wir ein idealisiertes Beugungsexperi-
ment (,,Gedankenexperiment*).

Elektronen sollen auf eine Blende mit Doppelspalt fallen (Abb.2.1). Eine
Photoplatte (oder Zahlrohre) in der Schirmebene hinter dem Doppelspalt gebe
uns Informationen tber das von den auftreffenden Elektronen erzeugte Bild.
Zunachst bleibe jeweils einer der beiden Spalte geschlossen, man erhalt dabei
die Verteilungen p1(x) bzw. go(z) auf dem Schirm (Abb. 2.1a,b). Offnet man
beide Spalte, entsteht ein Interferenzbild (Abb.2.1c) mit Verstarkung der In-
tensitdt dort, wo die Wegdifferenz Al von beiden Spalten ein ganzzahliges Viel-
faches der Elektronenwellenlédnge A ist: Al = n-A. Wegen der Interferenz gilt

Schirm

A

Intensitdt
Py (%) pzti)/.f px)
{a) {b) (c)

Abb. 2.1. Beugung am Doppelspalt (a) mit Spalt 1 geoffnet, (b) mit Spalt 2 gedffnet, (c)
beide Spalte gedffnet
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fiir die Intensitaten: o(x)#o1(@) + o2(x). Derartige Interferenzerscheinungen
mit ganz entsprechenden Schirmbildern kennen wir bereits aus der Optik fur
Licht und ebenso bei Wasserwellen. Geht von Spalt 1 eine elektromagnetische
Zylinderwelle mit elektrischem Feldvektor Ej(a,t), von Spalt 2 eine solche mit
Feldvektor Eq(x,t) aus, ergibt sich fiir die genannten Versuchsanordnungen:

Falls nur Spalt 1 gedffnet ist, hat man die Intensitétsverteilung I1(x) =
| Er (2, t)|2 am Schirm, falls nur Spalt 2 offen ist, erhdlt man () = | E2 (e, t)l2
(Hier haben wir E;(@,t) x exp { —iwt} angenommen, was der Zeitmittelung der
Intensitéten von reellen Feldern bis auf einen Faktor 2 dquivalent ist.) Stehen
beide Spalte offen, mufl man die Wellen iiberlagern und bekommt

E(z,t) = Ey(2,t) + Ey(z,t)
I=|E(z,t)|> = I + I + 2 Re(E} - Ey)

Der dritte Summand in der Gesamtintensitét stellt den sogenannten Interfe-
renzterm dar.

Der Vergleich mit unserem Elektronenexperiment 148t folgenden Schluf3
zu.

Hypothese. Die Wellenfunktion ¢ (&, t) liefert die Wahrscheinlichkeitsverteilung
o(z,t) = |y(z, 1)} (22)

dafiir, daB das Elektron an der Stelle z auftrifft. o(=,t)-d%z ist dann die
Wahrscheinlichkeit, das Elektron am Ort @ im Volumenelement d3z zu finden.
Von Spalt 1 bzw. 2 gehen nach dieser Vorstellung also die Elektronenwellen
¥1(x,t) bzw. a(x,t) aus, die die Schirmschwérzungen g1(e,t) = |¢1(:c,t)|2
bzw. go{@,t) = |z/)2(:c,t)|2 verursachen. Sind beide Spalte offen, kommt es zur
Superposition der Wellenfunktionen 1(2,t) + ¥2(x,t) und die Schwarzung ist
proportional zu |91 + 2|2 (Abb. 2.2). Zwei wichtige Bemerkungen:

i) Jedes Elektron macht einen lokalisierten Einschlag, die Schwarzung der
Photoplatte durch ein einzelnes Elektron ist nicht ausgeschmiert. o(a,t)
ist nicht die Ladungsverteilung des Elektrons, sondern gibt die Wahr-

Abb. 2.2. Interferenzbild und Wahrscheinlichkeitsinterpreta-
d P tion: Jedes Elektron gibt einen lokalisierten Einschlag auf dem
dschirm- Schirm. Das Interferenzbild wird sichtbar nach Auftreffen vieler
intensitat Elektronen mit ein und derselben Wellenfunktion (=, t)

12



scheinlichkeitsdichte dafiir an, das Teilchen am Ort @ zur Zeit ¢t zu mes-
sen.

ii)  Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung kommt nicht zustande durch Inter-
ferenz vieler gleichzeitig einfallender Elektronen, sondern man erhalt das
gleiche Interferenzbild, wenn jedes Elektron einzeln auftrifft, d.h. etwa
bei sehr geringer Intensitit der Quelle. Die Wellenfunktion kommt also
jedem einzelnen Elektron gleichermaflen zu, sie beschreibt den Zustand
des einzelnen Elektrons.

Wir werden versuchen, eine Theorie aufzustellen, welche die Wellenfunktion
¥(x,t) und damit eine statistische Beschreibung fiir den Ausgang von Experi-
menten liefert. Diese Theorie muf} im Grenzfall makroskopischer Objekte in die
klassische Mechanik {ibergehen.

2.2 Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

Die Bewegungsgleichung fiir 1(z,t) muf} folgende grundsatzliche Forderungen
erfiillen:

i) Sie muB eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit sein, damit
¥(x,t) durch die Anfangsverteilung ¥ (x,0) bestimmt ist.

i1) Sie muf linear in 1 sein, damit das Superpositionsprinzip gilt, d.h. Li-
nearkombinationen von Losungen stellen wieder Lésungen dar, und deshalb
treten Interferenzeffekte wie in der Optik auf. (Diese folgen dort ebenfalls aus
der Linearitat der Maxwell-Gleichungen.) Aus dem gleichen Grund diirfen die
Konstanten in der Gleichung keine Gréflen enthalten, die vom spezifischen Zu-
stand des Teilchens abhangen, etwa dessen Energie oder Impuls.

iii) Sie muf} ferner homogen sein, damit

[dalp(@, 2 =1 (2.3)

fiir alle Zeiten erfiillt bleibt, denn die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo
im Raum zu finden, ist 1 (Normierung).

Anmerkung: Wiirde in der Gleichung eine Inhomogenitat ¢ auftreten, also z.B.

8
aw(z,t) = D’L/J(:B,t) +q ,

so hatte man

d 3 2 _ 3 (e o *
= Bz|y(z,b)]| _/d z(Py* + Yp*)

- / Pa((DY)Y* + $(D)) + / Ba(qy® +vq°)

13



Falls D der Differentialoperator der Schrédinger-Gleichung ist, ergibt sich nach dem Gaufschen
Integralsatz (j, Stromdichte; siehe (2.58)—(2.60))

= —/df-j+/d3:c2Re{q¢‘}
o
Der erste Term ist 0, wenn ¢ rasch genug abfillt, z.B.: ¢»¢L?, jedoch ist der zweite Summand

i.a. ungleich Null.

iv) Schliefllich sollen die ebenen Wellen

btas) = C-expi(p-2 - £4) /1)

Losungen der Gleichung sein. Fiir ebene Wellen gilt:

d _ip? i R
ad’(wat) - —E 2m"/)(m’t) % 2mv 'l/J(:l:,t)

Aus den Postulaten (i) bis (iv) erhalten wir also

2
ih%;b(:c,t) = —h—V721/;(m,t) . (2.4)

2m

Dies ist die zestabhdngige Schridinger-Gleichung fir freie Teilchen.

2.3 Superposition von ebenen Wellen

Die ebenen Wellen

e = o (5o 220))

haben eine raumliche homogene Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(z,t)|? = C2.
Denken wir uns das Teilchen in eine Box mit Volumen V eingeschlossen, ergibt
sich aus der Normierungsforderung [, d3z C% = 1 fiir C der Wert C = 1/V/V.

Lokalisierte Zustande, d.h. solche mit rdumlich konzentrierter Ausdeh-
nung, erhalten wir durch Superposition (ﬁberlagerung) ebener Wellen!:

vt= | %w(me@{;—(@z - -;—”%t)} . (2.5)

(Dreidimensionales Wellenpaket)

1 Wir verzichten manchmal wie in (2.5) auf die Angabe von Integrationsgrenzen. Diese
sind dann immer —oco und +oo.
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Besonders einfach werden die Verhéltnisse flir ein eindimensionales Gaufsches
Wellenpaket, d.h.

o(p) = A-exp{ ~ (p — po)2d®/R?} . | (2.6)

(Die Verallgemeinerung auf drel Dimensionen ist trivial, weil das dreidimen-
sionale Gaufische Wellenpaket exp { — (p — pg)2d2/A?} in drei eindimensionale
Gaufl-Funktionen faktorisiert.) Zur Berechnung von (2.5) fithren wir voriiber-
gehend die Abkiirzungen
d? t d%pg x d%p?
TR R R 0 © (27)

ein, mittels derer (2.5) und (2.6)

A A
P(z,t) = ﬁ/dpexp{—a(p— E) + — —c}

A =x b?
ergeben, wobei wir das bekannte GauB}-Integral
o0
2 ™
dze™ =,/— .
/ ze 5 (2.9)
— 00

benttzten. Im weiteren werden wir uns vornehmlich fir die Wahrscheinlich-
keitsdichte

2,0 = (25 ) T e{2me{ 211 (210

interessieren. Der Exponent in (2.10) wird

2Re {(b% — ac)a*}/|a|? = —(z — vt)2/2d%(1 + A%)  mit (2.11)
P nd A= 2;hd2 (2.12)

Nun kénnen wir unter Verwendung von (2.7), (2.9) und (2.11) den Normie-
rungsfaktor A so festlegen, daf [ dz|y(,t)|? =1, mit dem Ergebnis

A= V8rd? . (2.13)
Damit erhalten wir insgesamt

[z, t)|? = _J____exp{_(_x—_vi}
’ d+/27(1 + A2) 24%(1+42)J

(2.14)
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also auch im Ortsraum eine GauB-Verteilung. Das Maximum des Wellenpaketes
bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit v = pg/m = 8E/8p| wie ein
klassisches Teilchen, wahrend die einzelnen superponierten ebenen Wellen die
Phasengeschwindigkeiten vpy, = Ep/p = p/2m besitzen. Die Gréle A wichst
mit der Zeit ¢; das bedeutet, daB die Funktion |4|? im Laufe der Zeit flacher
wird, daB sie ,auseinanderflieft“, ihre Lokalisation also abnimmt.

Ferner interessieren uns Mittelwert und Schwankungsquadrat des Ortes
fur die vorliegende Wahrscheinlichkeitsdichte (2.14). Der Mittelwert des Ortes
berechnet sich zu

@) = [ lo(zHlPzde

/ de|y(z, )2z — vt) + / dz|y(z,t)|?vt = vt

Das erste Integral verschwindet, da |4 (z,t)|? eine gerade Funktion in (z — vi)
ist. Flir das Schwankungsquadrat erhilt man

(Az)? = ((z - (2))")

[ delb(a,t)*(@ - vt)?
== = d*(1 + A?%)
[ dolo(a, P2

Hier beniitzten wir (2.9) und deren Ableitung nach a:

o0
/ de s2 e~ = \/7?/2a3/2
—00

Also:

Ortsmittelwert: (z) = vt (2.15)

Ortsunscharfe: Az =dvV1+ 42 . (2.16)
Um diese Resultate zu veranschaulichen, betrachten wir zwei Beispiele:

(1) Sei das durch ein GauBsches Wellenpaket beschriebene Teilchen ein ma-
kroskopischer Korper der Masse m = N .mp = 102 x 10724g =10"1g. In
diesem Falle ist deshalb A = th/2md? ~ 10~ 26t/ d? (¢ und d in cgs-Einheiten,
A dimensionslos). Ein solcher Korper mit anfanglicher Ortsunschirfe Az = d =
10~8 cm zeigt erst nach 1010 sec ein A = 1 und damit eine Breite Az = /2-d.
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t=0 t=t, t=t;

1

1

hiedne’? A

' I _/—B\

! | 1 1 A ’
0 v.t vt \ X
*:/“ . ‘ 2 RLETd
2d

Abb. 2.3, Bewegung und Zerflielen eines Gaufischen Wellenpaketes. Die Halbwertsbreite,
bei der die Wellenfunktion auf den Bruchteil e~ abfallt, nimmt mit der Zeit zu

Dieser Wert ist im Vergleich zur Ausdehnung eines makroskopischen Koérpers
aber immer noch irrelevant.
(ii) Fir ein o-Teilchen hingegen ergibt sich:

t

&2
Mit Az = d = 10" cm zur Zeit t = 0 wird A = 1 fiir ¢ ~ 10" ¥ sec. Ob-
wohl diese Zeit sehr kurz ist, hangt es ganz vom Problem ab, ob der Verbrei-
terung Bedeutung zukommt. So durchmifit zum Beispiel ein a-Teilchen mit
einer Geschwindigkeit v = ¢/30 in dieser Zeit eine Strecke von 1072 cm, was
sehr viel grofer als ein Atomkernradius ( &~ 10712 cm) ist. Das bedeutet aber,
dafl wahrend des Stofles mit einem Kern die Trajektorie klassisch beschrieben
werden kann!

~ 10741

A=(10"27/2.4.16-1072). — = =

Die zeitliche Entwicklung eines Gauflschen Wellenpaketes ist in Abb. 2.3
skizziert.

2.4 Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir eine
Impulsmessung

Nun beschaftigt uns die Frage, welche Wahrscheinlichkeitsdichte die Realisie-
rung bestimmter Impulswerte beschreibt. Im Ortsraum war die Wahrschein-
lichkeit, ein Teilchen am Ort @ im Volumen d®z zu finden, gegeben durch
o(z,t)d®z = [(x,t)|?d®z. Entsprechend werde die Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen mit Impuls p in d3p anzutreffen, dargestellt durch W(p,t)d3p. Auch
hier wird die Gesamtwahrscheinlichkeit auf 1 normiert:

/d3pW(p,t) =1 . (2.17)

Driickt man nun in Analogie zu (2.5) (2, t) durch seine Fourier-Transformierte
(siehe Anhang A) ¢(p,t) aus, also
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d3p ip-a/h
(e, t) = / (27rh)3so(p,t)e
dann bekommt man damit

[ dalite,

_/ /(%7 / p ew{%(p—p’)'w}w(pvt)so*(p’af)

l ! * /
= [d% (p =5 (p —ppl(p, (P 1) (2.18)

wegen

/cl mexp{ (p—p)- w}“("ﬂh)gfs(g)(l’ p)

Folglich ergibt sich aus (2.18)

1
[ @l n)? = /(13p(27rh)3 lo(p,t)2 - (2.19)

(Parsevalsches Theorem der Fourier-Transformation)

Das legt fir die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum folgende Definition
nahe:

W(p.t) = (—2—7;1;1)—3@@,7:)12 | ' (2.20)

Dies ist auch im Einklang damit, daf} fur eine ebene Welle mit Impuls p, die
Fourier-Transformierte ¢(p, t) nur fiir p = py verschieden von Null ist.

Kehren wir nun zum Gauflschen Wellenpaket in einer Dimension ((2.5),
spezialisiert auf eine Dimension, und (2.6)) zuriick. Fir diesen speziellen Fall
erhalt man die Wahrscheinlichkeitsdichte

Wio.t) = g o) = 2 Lexp (20— 0?12y . (221)

Diese ist zeitunabh#ngig, da wir freie Teilchen betrachten. Mit (2.21) kann der
mittlere Impuls zu

(p) = /dp W(p,t)p = /de(p,t)(p —po)+ /de(p,t)po = po

berechnet werden, und das zugehorige Schwankungsquadrat lautet

2
(Ap)* = {(p—p0)?) = /de(p,t)(p —po)? = (%)
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Also:

Impulsmittelwert: (p) = po , (

i~
™
&
=

Impulsunscharfe: Ap="1/2d . (2.

o
o
(%]
S

Zusammen mit (2.16) fihrt dies zu

Ax-Ang\/1+A2 . (2.24)
Gleichung (2.24) stellt einen Spezialfall der allgemeinen Unscharferelation
Az« Ap>h/2

dar. Im gegenwértigen Zusammenhang tritt sie als eine Eigenschaft der Fourier-
Transformation zutage und bedeutet, dafl eine raumlich weit ausgedehnte Welle
einem kleinen Spektrum von Impulswerten entspricht, wohingegen scharfe Wel-
lenpakete nur durch ein breites Band von Fourier-KKomponenten konstruiert
werden kénnen, d.h. auch kurzwellige Komponenten enthalten. Die allgemeine
Herleitung hierzu werden wir an spaterer Stelle flihren.

2.4.1 Veranschaulichung der Unschérferelation

Wir wollen folgendes Gedankenexperiment zur Ortshestimmung eines Elek-
trons anstellen: Das Elektron werde mit Licht der Wellenldnge A beleuch-
tet und sein Bild durch ein optisches System auf einen Schirm projiziert.
Den vereinfachten prinzipiellen Versuchsaufbau zeigt die Abb.2.4. Der klein-
ste Abstand, der mit einem Mikroskop festgestellt werden kann, ist durch sein
Aufldsungsvermdgen d = A/sin ¢ gegeben. Die Ungenauigkeit der Lokalisa-
tion des Elektrons ist deshalb Az =~ d = A\/sin ¢. Diese Unscharfe kann also
mit kurzwelligerem Licht verkleinert werden. Nun erfahrt das Elektron durch
den Zusammenstofl mit dem Photon aber einen Riuckstof. Nehmen wir die Ex-
tremfalle der moglichen Wege des Photons, so sehen wir, dafl die Unsicherheit
der z-Komponenten der Impulse von Elektron und Photon grob

Bildschirm

Linsen-
system

Elektron
—® X Abb. 2.4. Ortsbestimmung mittels eines Mikroskops
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ist. Deshalb erhalten wir
Az« Apy = 2mh

Beim beschriebenen Experiment konnen Ort und Impuls gleichzeitig prinzipiell
nicht genauer bestimmt werden als es diese Beziehung erlaubt.

Zwel Zahlenbeispiele mogen die Unscharferelation illustrieren: Die Un-
schérferelation gilt auch fiir makroskopische Kérper. Betrachten wir z.B. ein
Geschof8 der Geschwindigkeit v = 10° cm/sec (Uberschallgeschwindigkeit) und
einer Unsicherheit in der Geschwindigkeit von Av = 1072 cm/sec, was einem
Ap = m X 10~2cm/sec entspricht. Die Unschérferelation sagt nun, daB die
gleichzeitige Ortsbestimmung nur mit einer Unschérfe von

Az = (1/m) X 102k secem™ = (1/m) x 107 ¥ gem

moglich ist, die mit wachsender Masse unbedeutender wird. Selbst bei einer
Masse von nur 10 ¢ kg=10"3gist Az = 10722 cm =10~ Atomradien! An-
ders hingegen flir Elektronen im Atom, fiir die

Ap = mv = 10727 x 1010/137gcm/sec und Az = a = 107%cm

(a: Bohrscher Radius) ist, was an die Grenze des durch die Unschérferelation
Erlaubten stoft. Da die angegebenen Werte den Dimensionen der untersuch-
ten Effekte entsprechen, haben im atomaren Bereich die Unscharfen erhebliche
Bedeutung.

2.4.2 Impuls im Ortsraum
Wie wir sahen, kann man Impulsmittelwerte, -unschérfen etc. im Impulsraum
mit Hilfe der in (2.20) definierten Wahrscheinlichkeitsdichte W(p,t) bestim-

men. Lassen sich diese auch im Ortsraum berechnen? Betrachten wir dazu den
uns bekannten Mittelwert des Impulses

3
®) = [ Gpzele 7 polpt) (2.25)

Fir ¢(p,t) wird die Fourier-Transformierte eingesetzt und wir erhalten
= B Pz’ /h / 3 . —ip-z/h
®) = [ o h)a / (@0 [dae b(2,t)

1 ipex’ *( ! hs _ipeg
—/(th)3 /d3x P ®'/hy (:c,t)/d?’x[—?Ve P /h}zp(:c,t)
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= [ e (e

. /d‘q'peXP{%(w' - ) -p}

In der vorhergehenden Zeile haben wir unter der Voraussetzung, dafl ¥(xz) im
Unendlichen stark genug abfallt, da die Randterme also Null sind, partiell
integriert. Beniitzen wir noch, daf8 das letzte Integral gleich (27h)363 (2! — @)
ist, dann finden wir schliefllich

(0) = [ dav* (@, 05Tz, t) (2.26)

Wegen dieses Zusammenhanges bezeichnet man (%/i)V als den Impulsoperator
im Ortsraum:

p — =V Impulsoperator im Ortsraum . (2.27)
i

2.4.3 Operatoren und Skalarprodukt

Im vorhergehenden Abschnitt ist uns der erste Fall dafiir begegnet, daf} in der
Quantenmechanik physikalische Groflen durch Operatoren dargestellt werden.
Aus diesem Grund wollen wir hier einige Eigenschaften solcher Objekte zusam-
menstellen. Wir legen den Raum der quadratintegrablen Funktionen L? (wegen
der Normierungsbedingung) zugrunde.

Definition. Ein Operator A ist definiert durch eine Vorschrift so, daf§ fiir ¥(z) €
L? folgt:

Ap(z) = p(=) € L?
Beispiele:
A = ¢2 + %¢ , Ay = e“%/; (nicht linear)

Definition. A heifit linearer Operator, wenn mit Ay1 = ¢ und Ay = @9 gilt:
Ale1yn + cohg) = c1e1 + 202, (2.28)
wobei ¢1, ¢p komplexe Zahlen sind.

Beispiele linearer Operatoren sind:

i, 0 ) V2 , 2 , f(z,t) als Multiplikator
Ox; ot
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Mit linearen Operatoren kann man gewisse Operationen ausfiihren, durch die
man wieder lineare Operatoren erhalt:

— Multiplikation mit einer Zahl c ergibt den Operator cA: cAy := c(Ay)
— Summe zweier Operatoren A + B: (A+ B)y = AYp + By (2.29)

— Produkt zweier Operatoren AB: ABvy = A(Bv) .

Zwei spezielle Operatoren sind der

— Einheitsoperator 1 1 =

und der (2.30)
— Nulloperator 0 0y =0.
Es gilt:

Al=1A=A , 04A=40=0

Im allgemeinen sind Operatoren nicht kommutativ AB#BA, d.h. ABy#BAyp.

Definition. Kommutator [A, B]: A, B seien Operatoren; dann ist der Kommu-
tator durch

[A,B] = AB— BA . (2.31)
definiert.
Beispiele:
3] 0 7] 0 . 3]
{li, —a—zﬂw = (ivz'é‘g - 'a‘;;ivz)lb = 5615;711) — o3¢ — xzb‘gw = —é;50
0
5 [“’axj] = 6 (2.32)

) ) 0 0 2
[f(x)’ 0wj]¢_f3$jw (69«7 >¢_f3$j¢_—<a"’jf> '
b) a
e 2o 2, 2.33
@) 5| = 5t (239)

[z;,2;] =0 (Reelle Zahlen sind vertauschbar.)

[—aa—, -81] =0 (Reihenfolge der Ableitungen fiir 9 € L?
ti 0y ist vertauschbar.)

22



Die grundlegenden Kommutatoren der Orts- und Impulsoperatoren sind also

ho R
[2i,2;] =0 ; [Tai,—i’-aj]=o ; [xi,?aj}ﬂhsij. (2.34)

Verschwindet der Kommutator zweler Operatoren, sagt man: ,Die beiden Ope-
ratoren kommutieren (vertauschen)“. Gleichung (2.34) zeigt, dafl gleiche Orts-
und Impulskomponenten nicht vertauschen, verschiedene hingegen schon. Man
nennt z; und p; = —ikd; kanonische Variable und (2.34) kanonische Vertau-
schungsrelationen. In L? definiert man ein Skalarprodukt. Seicn () und ()
beliebige Funktionen aus L2:

Definition. Skalarprodukt (p,v): Das Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen
¥ und ¢ ist durch

(¢,9)i= [ da¢(@)le) (2.35)
definiert. Das Skalarprodukt besitzt folgende Eigenschaften:

(9, 9)" = (¥, ) (2.36a)

(p,c1%1 + cab) = c1(p, 1) + c2(p, 2) (2.36b)

(c191 + c202,%) = (1, %) + c5(2, ¥) (2.36¢)

(Das Skalarprodukt ist linear im 2. Faktor und antilinear im 1. Faktor.)
Weiters gilt:

(p, )20 ; und somit (p,0)=0&¢e=0. (2.37)

Operatoren im Skalarprodukt:

(0, 49) = [ Pz (@) Ap(z) . (2.39)
Definition. A heit ,zu A adjungierter Operator, wenn gilt

(ATe,9) = (¢, 4¥) , dh. (2.39)

/d%(AT@)*zp - /de o* A (2.40)

fiir beliebige ¢ und .

Definition. Der Operator A heiit hermitesch (auch selbstadjungiert), wenn
At =4

Aus der Definition (2.39) folgt
A =ptal (2.41)
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Fiir den spéteren Gebrauch fithren wir die folgenden Identitéiten an:
[AB,C] = A[B,C] +[4,C)B (2.42)
4,8 = (BY, 4] | (2.43)

und erwahnen auch die Baker-Hausdorft-Identitat
eABe ™ = B+ [4,B]+ L[A,[A,B]]+ ... , wobei (2.44)

- Z (2.45)

durch die Potenzreihe definiert ist.
Falls der Kommutator zweier Operatoren A und B mit diesen kommutiert,
d.h. [[4, B], A] = [[4, B], B] = 0 ist, so gilt

eeB = eBeAel4Bl  yng (2.46)

ATB _ A B-[AB]/2 (2.47)

2.5 Korrespondenzprinzip und Schrodinger-Gleichung

2.5.1 Korrespondenzprinzip

Wir hatten in Abschn.2.4.2 gefunden, daB zur Berechnung des Impulsmittel-
wertes im Ortsraum das Skalarprodukt (v, —iAV1) geblldet werden muf}. Wei-
terhin sehen wir, daB die Anwendung des Operators —iAV auf eme ebene Welle

Y(x) = C-exp {i(p' - — Et)/h} mit Wellenzahl p’ /h gerade p’ mal der ebenen
Welle ergibt. Also ist der physikalischen Grofie Impuls p in der Quantenmecha-
nik der Operator —ihV zuzuordnen. Ganz entsprechend kann man auch mit
der Energie E verfahren. Daraus ergeben sich die Zuordnungen oder Korre-
spondenzen:

k=
Impuls p — —V
! (2.48)

Energie £ — ih%

Inwieweit konnen wir klassischen Beziehungen auf Grund dieser Korrespon-
denz quantenmechanische zuordnen? Folgt beispielsweise aus der klassischen
Energie-Impuls-Beziehung fiir freie Teilchen E = p2/2m die Relation

ih(8/0t) = —(K*/2m)V? 7

Dies gilt sicher nicht als Operatoridentitat, sondern nur in Anwendung auf eine
Klasse von Zustanden, d.h.:

24



n? =,
—V
2m ¥

2 0

E=p /2m———>1h—a—£1/)——
Dies ist aber gerade die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen (2.4). Aus der
klassischen Energie-Impuls-Beziehung, also der klassischen Hamilton-Funktion
fiir freie Teilchen, haben wir die Schrédinger-Gleichung freier Teilchen erhalten.

Dies fithrt uns zum quantenmechanischen Korrespondenzprinzip: Den phy-
sikalischen Groflen sind in der Quantenmechanik Operatoren zugeordnet. Den
klassischen Relationen entsprechen quantenmechanische Relationen.? Damit
kann auf Grund der klassischen Hamilton-Funktion die Schrédinger-Gleichung
aufgestellt werden. Dies wollen wir sofort untersuchen und verwenden, um nun
die quantenmechanische Bewegungsgleichung in einem Potential herzuleiten,
indem wir von der Hamilton-Funktion p%/2m + V(z) ausgehen.

Die Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen im Potential V(&) ergibt sich
wie folgt. Die Zuordnung

2
E =p*/2m + V(z) — ih%z/;(m,t) = (—Zfi—mﬁ? + V(m))z/)(a:,t)

ergibt die Schridinger-Gleichung eines Teilchens im Potential V()

3]
ihzﬁd)(m,t) = Hy(a,t) (2.49)
mit dem Hamilton-Operator
A2 oo

2.5.2 Postulate der Quantentheorie

In einer vorlaufigen Formulierung der bisher entwickelten Theorie liegen der
Quantenmechanik folgende Postulate zugrunde, die in Abschn. 2.9.4 kompakter
zusammengefafit werden:

1. Der Zustand eines Systems wird durch eine Wellenfunktion ¢ (,t) be-
schrieben; |1(x,1)|2d3z gibt die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen zur
Zeit t am Ort @ im Volumenelement d3z zu finden.

2. Den Mefigroflen (Observablen) der klassischen Physik entsprechen in der
Quantenmechanik Operatoren A, B, ....

3. Die Mittelwerte der Operatoren sind im Zustand (,t) gegeben durch

(A) = /d3x1/)*(:c,t)A¢(:c,t)

2 In dieser Verwendung des Begriffes Korrespondenzprinzip weichen wir von der traditio-
nell iblichen ab. Traditionel]l versteht man unter dem Bohrschen Korrespondenzprinzip die
Aussage, da8 fiir groBe Quantenzahlen quantenmechanische GesetzmaBigkeiten in klassische
ubergehen missen.
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4. Die Zeitentwicklung der Zusténde wird durch die Schrédinger-Gleichung
beschrieben:

., 0 X
hetp = H mit H = ——
1 6t¢ ¥(x,t) mit 5 Ve+ V()

Erganzungen:
1) Ist der klassischen Gréfle a der Operator A zugeordnet, dann gilt fiir die
Potenzen: a2 — A2, a® — 43, etc.

i1)  Wie wir spéter sehen werden, miissen die den Observablen entsprechen-
den Operatoren hermitesch sein.

iii) DaB |o(p,t)|?/(27h)? die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum (d.h.
fiir Impulsmessungen) ist, folgt aus (2) und (3), wie wir in Abschn. 2.9
sehen werden.

2.5.3 Mehrteilchensysteme

Wir suchen schliefilich noch die Schrédinger-Gleichung fiir ein System aus N
Teilchen. Der Zustand dieses N-Teilchen-Systems werde durch die Wellenfunk-
tion Y¥(x1, 29, ..., N, t) beschrieben, wobei x; die Koordinaten des ¢-ten Teil-
chens sind. | (@1, 22, ..., 2N, t)|2 dBzid3zy ... d3zy ist dann die Wahrschein-
lichkeit, das Teilchen 7 zur Zeit ¢ am Ort @; im Volumen d®z; (:=1,2,...N)
zu finden.

Aus der klassischen Energie

2 2 2
E:£L+&++-pi+V(ml,m2,,mN)
2mq,  2ma 2m N

lesen wir mittels des Korrespondenzprinzips die Schrodinger-Gleichung fiir das
N-Teilchen-System ab:

. 0
lhaﬁ)(wl,w% oo avat)
h? =,
= -5V - =T+ V(e N |Y (2.51)

Hier bedeutet 6i, 1 =1, ...N, den Nabla-Operator beziglich x;.

2.6 Das Ehrenfestsche Theorem

Die klassische Newtonsche Mechanik muf} als Grenzfall in der Quantenmechanik

enthalten sein. Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, in welchem Sinn
dies der Fall ist.
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Wir gehen von der Schrédinger-Gleichung und der dazu konjugiert kom-
plexen Gleichung aus:

ih%z/) = Hy (2.52a)

—ih%w = Hy* . (2.52D)

Fiir einen linearen Operator A ist der Mittelwert (= Erwartungswert) im Zu-
stand v definiert durch

(A) = /de ot (@, 1) Av(e, 1) . (2.53)
Dieser andert sich mit der Zeit wie folgt:

d 3 % *?ﬁ * A7

{4 —/d 2P AY + 97 = + 0T AY)

Mit den Gleichungen (2.52a,b) ergibt sich daraus

d i A
(—_E(A) = E([H,A]) + <'37> ) (2.54)

Bemerkungen:

(1) Hermatizitat von H: Unter der Voraussetzung, dafl die Wellenfunktionen
1 und ¢ im Unendlichen verschwinden, erhilt man durch zweimalige partielle
Integration

K2 =0 \* h?
S ———V2 = [ B —=—2
/dm<2 Vz/))cp /da:d)(chp)

Da der Operator V(&) nur vom Ort abhéngt, gilt: [ d3z(Vy)*e = [dPzy* V.

(ii) Vergleich mit der klassischen Mechantk: In der klassischen Mechanil
gilt in generalisierten Impuls-Orts-Koordinaten p und ¢ die Bewegungsglei-
chung

d of
= = (H =
/ety ={Hf}+—=
wobei die Poisson-I{lammer wie folgt definiert ist:

fo.fy =29 _ 2%

Der Poisson-Klammer der klassischen Mechanik entspricht offenbar in der Quan-
tenmechanik der Kommutator multipliziert mit i/A.
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(ii1) Berechnung der wichtigsten Kommutatoren:

2 .
bj 2 h —ihp;
L

m

Hier verwendeten wir (2.42); ebenso folgt mit (2.33)

[H,pi] = [V(w),?%] —indl (2.55b)

= ih—
i Oz;

(iv) Anwendung auf ® und p: Fihrt man die Kraft K(z) = —VV() ein,
so erhalt man aus (2.54) mittels der Kommutatoren (2.55a,b):

d 1
(@) = =(p) (2.562)

L vy = ~(V(2)) = (K(=) - (2.56b)

Kombiniert man die beiden Gleichungen, erhilt man das Analogon zur New-
tonschen Bewegungsgleichung:

d2
m=z (@) = (K(z)) . (2.57)

Dies und allgemeiner (2.54) bilden das Ehrenfestsche Theorem: “Die klassischen
Gleichungen gelten fir die Mittelwerte.” Das bedeutet jedoch noch nicht, da8
die Mittelwerte (x) und (p) den klassischen Bewegungsgleichungen geniigen.
Damit letzteres der Fall ist, mufl man den Mittelwert der Kraft

(K(@)) = [ d4*(z,t)K(e)p(=,1)

durch seinen Wert K({z)) and der Stelle (&) ersetzen konnen. Um ein Krite-
rium fiir die Gultigkeit einer solchen Naherung zu erhalten, entwickeln wir die
Kraft K um den Mittelwert (a):

Ki(=) = Ki({(2)) + (zj — (z7))Ki,;({z))
+ (25— (20 (@ — (2K (@) + ...

wobei f; ; = 0f;/0z; und tiber doppelt auftretende Indizes summiert wird. Da
((z; — (z;))) = 0 ist, gilt

(Ki(=)) = Ki({x)) + 3{(z; — {;)) (w1 = @)V Kiji + - ..

Dieses Vorgehen ist also exakt, wenn die zweite und hohere Ableitungen der
Kraft verschwinden (so z.B. bei freien Teilchen oder beim harmonischen Os-
zillator). Es ist naherungsweise giiltig, wenn das Wellenpaket so lokalisiert ist,
daB sich K(«) im Bereich seiner Ausdehnung nur langsam verindert, wenn also
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A K;
( 5”1;’ ,JJ<<1 ’

wobei wir der Kiirze halber noch voraussetzten, dafl die Wellenfunktion sym-
metrisch um den Mittelwert sei, ((z; — (z;))(z; — (z1))) = éjl(A:cj)2.

2.7 Die Kontinuitatsgleichung fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichte

Die zeitliche Verdnderung der Wahrscheinlichkeitsdichte (2.2) ergibt sich auf
Grund der Gleichungen (2.52a,b) zu

(fct) Prep + 1/)=—(H¢ )¢+ ¢(H¢)

Da die Terme mit V(z) wegfallen, erhilt man

D oe,t) = = [(F2p* ) — " (T3] . (2.58)

ot ’ 2mi
Wir definieren die Wahrscheinlichkertsstromdichte

. . h * (Y =k

3@, = 5" (F9) — (Fyrh] (259
Damit folgt aus (2.58) die Kontinustitsgleichung

17} =,

EQ(QB,t)-{—V'](w,t):O . (260)

Thre Darstellung in integraler Form erhalt man mittels des Gaufischen Integral-
satzes fiir ein beliebiges festes Volumen V' mit Oberflache O

%/d% o(@, 1) = ~/dfj(w,t) . (2.61)
1% (0]

Anmerkung: Nun kénnen wir zeigen, daf§ die Norm der Wellenfunktion zeitlich konstant
bleibt, indem wir in (2.61) das Volumen gegen unendlich gehen lassen. Eine normierbare

Wellenfunktion muf im Unendlichen stirker als 1/|2| abfallen, damit das Integral iiber die
Wahrscheinlichkeitsdichte endlich ist. Mit (2.59) folgt

lim [j] < —5
2| — o E

und somit fiir eine Kugel, deren Radius R wir gegen unendlich gehen lassen:

Jim l/d_f il < lim /dmz?l =
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Es gilt also

'}t S|, )’ =0

womit gezeigt ist, dafl die Normierung auf 1 sich mit der Zeit nicht andert.

2.8 Stationare Losungen der Schrodinger-Gleichung,
Eigenwertgleichungen

2.8.1 Stationare Zustande

Unter der Voraussetzung, dafl H zeitunabhéngig ist, kann man die Schrodinger-
Gleichung durch Separation in einen zeitabhingigen und einen ortsabhangigen
Teil 16sen:

Y(z,t) = f(thu(e) . (2.62)
Die Schrodinger-Gleichung ergibt dann

1 0 1
—ih=f(t) = —
7o o = T

Da die linke Seite nur von ¢, die rechte nur von & abhéngt, miissen beide
gleich einer Konstanten sein, die wir E nennen. Somit ergibt sich fur f(t) die
Differentialgleichung

Hy(z)

ih—aa—tf(t) = Ef(t) (2.63)

mit der Losung

f(t) =e 1Bt/R (2.64)
Fir den ortsabhéngigen Anteil erhalten wir entsprechend

Hy(z) = Ev(z) . (2.65)

Diese Gleichung nennt man zeitunabhdingige Schrodinger- Gleichung.

Bemerkungen:

i) Die Zusténde ¢(@,t) = exp { — iEt/h}y(x) heiflen stationdre Zustinde,
da die zugehérigen Wahrscheinlichkeitsdichten | (2, )|? = |¢(x)|? zeit-
unabhangig sind.

ii)  Die Bedingung der Normierbarkeit ( [ d3z|¢(2)|? < o) wird die zuléssigen
Werte der Energie E einschrinken.
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2.8.2 Eigenwertgleichungen

Gleichung (2.65) ist eine Eigenwertgleichung. Wir wollen solche nun allgemein
diskutieren.
3 ist Eigenfunktion zum Operator A mit Eigenwert a, wenn gilt:

Ay =ayp . (2.66)

Diese Gleichung nennt man Eigenwertgleichung. Im folgenden ist vorausgesetzt,
dafl der Operator A hermitesch ist.

Theorem 1. Eigenwerte von hermiteschen Operatoren sind reell.

»

Beweis:

Aus (2.66) folgt
(¥, AY) = (¥, a¥) = a(¢,9)

Die komplex konjugierte Gleichung ist
(A, ) = (a,¥) = a* (b, %)

Da A hermitesch ist, gilt (A, ¥) = (¥, AY), und wir finden, indem wir die
Differenz der beiden Gleichungen nehmen:

0=(a—a")(¢¥,¥) = a=a* . (2.67)

Allen Mefigrofilen (Observablen) missen hermitesche Operatoren zugeordnet
sein, damit die Mittelwerte und — wie in Abschn. 2.9 gezeigt wird — die Mefiwerte
reell sind. Tatséchlich sind die uns bisher begegneten Operatoren H, p und
hermitesch.

Theorem 2. Eigenfunktionen hermitescher Operatoren zu verschiedenen Eigen-
werten sind orthogonal.

Beweis:

Wir gehen von den beiden Eigenwertgleichungen
AV = amPm  und A = apy

aus. Nun bilden wir das Skalarprodukt der zweiten Gleichung mit ¥, beniitzen
die Hermitezitat von A und setzen die erste Eigenwertgleichung ein.

an("/f'mﬂ/)n) = ('(/)maAl/)n) = (Awmv wn) = am(¢ma¢n)

Daraus folgt
0= (an - am)(d’ma"/)n)
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Fir an#ay, gilt somit: - (Ym,¥n) =0 . (2.68)

Wenn zu einem Eigenwert mehrere Eigenfunktionen gehéren (Entartung), kann
man wie folgt orthogonalisieren: Wir definieren

(@bm,d)n)———cmn mit C;';m: nm - (2.69)

Die hermitesche Matrix C kann, wie aus der linearen Algebra bekannt, durch

eine unitare Transformation U auf Diagonalform CP = vicu gebracht wer-
den. Fiir diese Transformation folgt aus (2.69)

Z(Uma¢ma ¢nUnﬂ) = E U:zacannﬂ = CB(Saﬂ . (2'70)

m,n m,n

Nun fithren wir die neuen Funktionen ¢g = }_ ¥nUpng ein, die nach (2.70)
orthogonal sind. Mit

Po — LPoz/(‘t‘oon‘11901)1/2

kann man sie auf 1 normieren.
Somit konnen die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators immer so
gewahlt werden, daf} die Orthogonalititsrelation

(¢m,¢n) = 5rnn (2-71)

erfiillt ist. Darliber hinaus erfiillen die Eigenfunktionen der von uns betrachte-
ten Operatoren die Vollstandigkeitsrelation

S (e )gn(z) =6z —') . (2.72)

Die ¢y, bilden also ein vollstindiges Orthonormalsystem. Daraus folgt die Ent-
wickelbarkeit (Darstellung) eines allgemeinen Zustandes ¥(z):

(@) = [de's(e -2 yp(e') = T [ da bW pia")
also

Pp(z) =Y cntn(z) mit (2.73)
en = (Yn, ) . (2.74)

2.8.3 Entwicklung nach stationaren Zustinden

Orthogonalitat und Vollstandigkeit gelten insbesondere fiir die Eigenfunktionen
des Hamilton-Operators, d.h. fiir die stationaren Zustande y:

Hypp = Eptpn (2.75)
Yn(2,t) = e HEnt/hy (2) (2.76)

32



Die E, und ¥, heiflen Energieeigenwerte und Energieeigenfunktionen. Fur die
Losung der Schrodinger-Gleichung (@, t) gilt zur Zeit ¢ = 0 die Entwicklung
(2.73). Nun kennen wir den Zeitverlauf der einzelnen %y(a,t) und finden fiir
die Summe

P(z,t) = 3 cne Bt/ () mit ¢ = (Y, Y(t =0)) . (2.77)

Man kann leicht nachkontrollieren, dafi dieses (=z,t) tatsdchlich eine Lo-
sung der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung ist:

ih%¢(w,t) =3 Encne Bty ()

=H Ecne_iE"t/hd}n(m) = Hy(z,t)

2.9 Physikalische Bedeutung der Eigenwerte
eines Operators

Gegeben sei ein Operator A mit einem vollstandigen Orthonormalsystem von
Eigenfunktionen 3y, zu Eigenwerten a,, und eine Wellenfunktion

’(/)(:l:) = Zcm'd’m(m) . (2.78)

Welche physikalische Bedeutung haben die Eigenwerte a,, und die Entwick-
lungskoeffizienten ¢, ? Um diese Frage zu klaren, wollen wir zunichst einige
wahrscheinlichkeitstheoretische Begriffe einfiihren.

2.9.1 Einige wahrscheinlichkeitstheoretische Begriffe "
X sei eine Zufallsvariable, die Werte z annimmt, und w(z)dz die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dafl die Zufallsvariable einen Wert im Intervall [z,z + dz] an-
nimmt.

Definition 1
oo

— / zw(z)dz = (X™) (2.79)

-0

heilt n-tes Moment der Verteilung w(z).
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Definition 2

oo

X(r) = / e w(2)de (2.80)

—00

heiflt charakteristische Funktion.

x(7) ist die Fourier-Transformierte von w(z). Durch Umkehrung der Trans-
formation erhalt man

w(z)= [ —=eTx(1) . (2.81)

Die Entwicklung der Exponentialfunktion in (2.80) ergibt mit der Definition
(2.79)

x(r)=3% (_i!)n mn (2.82)

n

Kennt man alle Momente, so kann man durch Einsetzen von (2.82) in (2.81)
w(z) bestimmen.

2.9.2 Anwendung auf Operatoren mit diskreten Eigenwerten

i) Das System befinde sich in einem Eigenzustand #,,. Dann ist
(A™) = (Ym, A"Ym) = (am)” und somit (2.83)
(=)"7"(am)” _ _iram
x(1) = ; — g =e Tam | (2.84)

w(a)da sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, da§ A Werte im Intervall
[a,%—}— da] annimmt. Dann gilt nach (2.81)

dr . .
w(a) = 2L glar g=itam _ la—am) , (2.85)
27
d.h. man mifit mit Sicherheit den Wert a,y,.

ii)  Das System befinde sich im Zustand ¢ = }_ ¢mtm. Die unter (i) berech-
neten Groéflen ergeben sich jetzt zu:

(An> = (d)v Anl/)) = (Z cmthm, A™ Zcm’¢m’>
= chfncm'(d)m,A"lﬁm')
= Z Zc:ncm’(am’)némm’
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(A" = Y lem!*(am)" (2.86)
X(1) = 3 lem| e imom ' (2.87)
w(a) =Y lem|?8(a — am) - (2.88)

Aus (2.88) erkennt man: Man mifit einen der Eigenwerte an,. Die Wahr-
scheinlichkeit, ay, zu messen, ist ]cm|2. (So sind zum Beispiel die mdglichen
MeBwerte der Energie die Energieeigenwerte Ey,, und die Entwicklungskoeffizi-
enten in (2.77) bestimmen die Mefwahrscheinlichkeit len]2.)

Wie ist nun der Zustand, nachdem ein bestimmtes MeBergebnis erreicht
wurde? Nach einer Messung mit dem Ergebnis a,, mu8 sich das System im Ei-
genzustand ¥, befinden, denn eine wiederholte Messung muf§ das gleiche Re-
sultat liefern. Wenn das System vor der Messung nicht in einem Eigenzustand
der Observablen war, andert die Messung den Zustand! DaBl eine Messung den
Zustand des Systems &ndern kann, hatten wir schon in Abschn. 2.4.1 gesehen.

Wenn die Wellenfunktion nach der Messung genau bekannt ist, und nicht
durch diese noch in unkontrollierbarer Weise weiter verandert wird, nennt man
dies auch eine ideale Messung. Nach einer idealen Messung befindet sich das
System in einem Eigenzustand zum Operator der gemessenen Grofle.

2.9.3 Anwendung auf Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum

Wir betrachten als Beispiel fiir einen Operator mit kontinuierlichem Spektrum
den Impuls p (eindimensional). Durch Integrieren der Eigenwertgleichung

2 hp(2) = py(2) (2:89)

erhdlt man fir die Impulseigenfunktionen die uns immer wieder begegnenden
ebenen Wellen

pp(z) = (2wh) "1/ 2eP2/R (2.90)
Die vp(z) bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem, wobei die Summe iiber
den diskreten Index n in (2.72) durch ein Integral iiber p und das Kronecker-§
in (2.71) durch eine Diracsche §-Funktion zu ersetzen sind:
Orthogonalititsrelation

[davi@yp@) =6p-2) . (2.91)
Volistandigkestsrelation

[dpup(apl(a) = 8 — 2') . (2:92)
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Die Entwicklung einer beliebigen Wellenfunktion nach Impulseigenfunk-
tionen (Fourier-Transformation) lautet

1/)(96)_/ ) @(p') exp {ip'z/h} (2.93)

h Verh

Vergleichen wir mit den Formeln fiir ein diskretes Spektrum, ergeben sich die
Ersetzungen

SR 20) T / . (2.94)

Fiihrt man dies in die Resultate des vorherigen Abschnitts ein, folgt aus (2.88)
fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Impulses

w(p) = /dp ’ Cp(p) o(p -p’) oder

2
w(p) = le(p)l

o (2.95)

Wie schon angekiindigt, ist der in der Entwicklung unseres Begriffssystems
als Zwischenhypothese (2.20) eingefiihrte Ausdruck fiir W(p) kein separates
Axiom, sondern eine Folge der Operatorform fiir den Impuls.

Nun betrachten wir noch die Ortseigenfunktionen

Pe(z) =8(z—¢) (2.96)
die offensichtlich
zipe(z) = Eype(x) (2.97)

erfilllen. ¢¢(z) ist scharf im Ort ¢ lokalisiert. Auch dies sind Eigenfunk-
tionen mit kontinuierlichem Spektrum,; sie erfiillen folgende Orthogonalitats-
und Vollstandigkeitsrelationen:

(e, ver) = 6(€ = ¢) (2.98)

/ dé de(z)pe(a’) = 6(z — ') . (2.99)
Nun gilt offensichtlich

W)= [dew©we(a) (2.100)

also ist die Ortswellenfunktion gerade der Entwicklungskoeflizient in der Ent-
wicklung nach Ortseigenfunktionen. Es folgt, da8 |¢(¢)|? die Wahrscheinlich-
keitsdichte fiir den Ort £ ist.

In vielen Fallen besteht das Spektrum eines Operators aus einem diskreten
(Eigenwerte ayn, Eigenfunktionen ) und einem kontinuierlichen (Eigenwerte

36



a, Eigenfunktionen v,) Teil. Dann lautet die Entwicklung einer Wellenfunktion
Y(z) = zcn¢n($) + /da cla)pa(z) = Spcnpn - (2.101)
n

Das Symbol S, fafit die Summation und Integration zusammen. (Nur wenn
auf die gleichzeitige Existenz eines kontinuierlichen und diskreten Teils des
Spektrums besonders hingewiesen werden soll, verwenden wir das Symbol Sy,;
ansonst einfach die diskrete Darstellung 3 .) Die Wahrscheinlichkeitsdichte
ist dann:

w(a) = Y len|?8(a — an) + |c(a)? . (2.102)

Wir kénnen nun in endgiiltiger Form die Axiome der Quantentheorie formulie-
ren.

2.9.4 Axiome der Quantentheorie

I)  Der Zustand wird durch die Wellenfunktion («) beschrieben.
II) Den Observablen entsprechen hermitesche Operatoren A, ... .
III) Der Mittelwert des Operators A ist im Zustand 9 durch

(4) = (¥, 4¥)
gegeben.
1IV) Die Zeitentwicklung der Zustande wird durch die Schrédinger-Gleichung
., 0 h2 =y
171-6-;1/) =Hy , H= _Z_T;z—v + V(x)

bestimmt.
V)  Wenn bei Messung von A der Wert a,, gefunden wurde, geht die Wellen-
funktion in die entsprechende Eigenfunktion ¢, tiber.

Aus den Axiomen II und III folgt, dal die moglichen Meflwerte eines Ope-
rators A seine Eigenwerte sind und die Wahrscheinlichkeiten gegeben sind durch
|len |2, wobei ¢y, die Entwicklungskoeffizienten von ¥ (2) nach den Eigenfunktio-
nen von A sind. Insbesondere folgt, da8 |4 (x)|? die Wahrscheinlichkeitsdichte
fur die Position ist.
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2.10 Erganzungen

2.10.1 Das allgemeine Wellenpaket

Wir haben bereits in den Abschnitten 2.3 und 2.4 Beispiele fiir Wellenpakete
kennengelernt. Das allgemeine Wellenpaket hat die Gestalt

3
vt = | (z‘fr,’j)a g(p)exp {i(p-= — E(p)t + ha(p))/R} . (2.103)

Der Vergleich mit (2.5) zeigt: ¢(p) = ¢(p)exp{ia(p)}. Die reelle Gewichts-
funktion g(p) habe ein Maximum bei p, und sei nur in einem Bereich mit
|p—pg| < Ap wesentlich von Null verschieden. Fiir die meisten Werte der Orts-
variablen @ wird der Phasenfaktor iiber diesen Impulsbereich stark variieren
und deshalb die Integration ¢(x,t) = 0 ergeben. ¢ (x,t) ist maximal an derje-
nigen Stelle x(t), fiir die die Phase stationar ist, d.h. wo die Bedingung

Vp(p-z — E(p)t + ha(p))|p, =0 (2.104)
erfiillt ist. Daraus folgt die ,Stationaritatsbedingung*:

z(t) = ¢p + vot mit

2o = —hVpa(p)lp, und wvo = VpE(p)l, - (2.105)

Weil sich fir diesen Wert @(t) die Phase in Abhéingigkeit vom Impuls p in
der Umgebung von pgy nicht stark &ndert, d.h. stationr ist, ist ¥(«,t) an der
Stelle x(t) grof; «(t) beschreibt daher ndherungsweise das Zentrum des Wellen-
paketes, kann also mit dem klassischen Aufenthaltsort des Teilchens verglichen
werden, der sich mit der Gruppengeschwindigkeit vy fortbewegt. Zur Berech-
nung des Integrals entwickeln wir die Phase um pj

Pz — E(p)t + ha = pg -z — E(py)t + ha(py)
+(@ — VpE(p)t + hVpa(p))l,, (P — Po)

8%a
*3 Z " opiop;

](pi - poi)(pj —poj) + ...

wobei wir E(p) = p?/2m einsetzen. Mit (2.105) ergibt sich daraus
p-z — E(p)t + ha(p)
=po- & — E(po)t + ha(py) + (z — (1)) - (p — po)

1 t
+5 S |——6i; + ho;0;a(p) ](Pi — poi)(pj — pPoj) + ---
gL ™ Po
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In einer Dimenstion also
P(z,t) = exp{i(poz — E(po)t + ha(po))/h}
d ) -
x [ matp)esp{iCa - a(e) 522

: 2
+3 [—% + T'wz"(po)] Q’L-?f-’“—)—} . (2.106)
Die Ausdehnung des Wellenpaketes im Ortsraum findet man durch Betrachtung
der Ortsabhéangigkeit im Integranden der Gleichung (2.106) (bzw. ihres dreidi-
mensionalen Aquivalents) auf folgende Weise: Stellt Ap die Ausdehnung von
g(p) dar, dann liegt im gesamten beitragenden Integrationsgebiet konstruktive
Interferenz vor, wenn der Realteil (oder Imaginérteil) der Exponentialfunktion
exp {i(z — z(t))(p — po)/h} sein Vorzeichen nicht &ndert, wenn also (z — z(t))
etwa die Bedingung

|z —2(t)|Ap/h s §

erfiillt. Andererseits gibt es destruktive Interferenz fiir:
|z — z(t)|Ap/h 2 7

Somit ist groflenordnungsmifig die Ausdehnung des Wellenpaketes, d.h. die
Ortsunscharfe Az, mit der Impulsunscharfe Ap durch

AzAp = wh (2.107)

verkniipft; dieses Resultat hatten wir bereits bei der Diskussion des GauBlschen
Wellenpakets erhalten. Der zweite Phasenfaktor exp { —it(p — pg)?/2mh} wirkt
mit wachsendem ¢ dem ersten zunehmend entgegen. Deshalb ergibt sich dann
auch bei groBeren Werten von |z — z(t)| noch ein endliches Resultat fiir die
Wellenfunktion 1(z,t), d.h. das Wellenpaket dehnt sich aus, wie wir friiher
schon am GauBschen Wellenpaket gezeigt hatten.? Unter der Bedingung

t(Ap)*

1
mh<<

kann die zeitliche Verbreiterung vernachlassigt werden.

2.10.2 Bemerkung zur Normierbarkeit der Kontinuumszustinde

Die Eigenfunktionen des Impulsoperators erfiillen die Orthogonalitatsbedingung
(2.91). Die ¥p(a) sind also offensichtlich nicht auf 1 normiert. Durch Su-
perposition von solchen Zustdnden kann man jedoch Wellenpakete aufbauen,

3 Die Ortsunschirfe von (2.106) berechnet man am einfachsten in der Impulsdarstellung
(siehe Kap. 8). Die Rechnung ist z.B. in W. Pauli: Prinzipien der Quantentheorie I, Handbuch
der Physik, V/1, S. 19, Hrsg. S. Fligge (Springer, Berlin, Heidelberg 1958) vorgefiihrt
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die quadratintegrabel und deshalb auf 1 normierbar sind. Analoges gilt fir
die Kontinuumszusténde ( E > 0) des Hamilton-Operators. Fiir die gebundenen
Zustande (E < 0) kommen nur die auf 1 normierbaren Eigenfunktionen mit dis-
kreten Eigenwerten in Betracht. Die anderen Losungen der zeitunabhingigen
Schrédinger-Gleichung mit E <0 sind im Unendlichen divergent, also auch
durch Superposition nicht normierbar zu machen.

Man kann das Problem der Normierbarkeit von Kontinuumszusténden um-
gehen, indem man ein endliches Volumen V = L3 einfiihrt. Dann bilden die
Zustéinde

)= e i

p= g-Z—B(nl,ng,ng) , (n; ganze Zahlen)

ein vollstindiges Orthonormalsystem:
1 .
(¢;/a 1/):;// = “;/daxe l(p ") z/h — 5p,p/

In einem solchen endlichen Normierungsvolumen werden die Kontinuumszu-
stinde diskret und ebenfalls auf 1 normiert.

Die nicht normierbaren Lésungen der zeitunabhéangigen Schrodinger-Gleich-
ung fiir E <0 bleiben auch, wenn man das System in einen endlichen Kasten
einschlieBt, unzulassig, da sie die Randbedingungen nicht erfiillen.
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3. Eindimensionale Probleme

In diesem Kapitel werden wir die Schrédinger-Gleichung fiir charakteristische
eindimensionale Potentiale 16sen und einige typische Effekte der Quantenme-
chanik besprechen.

3.1 Der harmonische Oszillator

Die Hamilton-Funktion des klassischen harmonischen Oszillators (Abb. 3.1) mit
Masse m und Frequenz w ist

T4 . (3.1)

Mit Impulsoperator p stellt (3.1) den Hamilton-Operator dar. Die zeitunab-
hangige Schrédinger-Gleichung ist somit

-+

2 f_ mw
2m dz? 2

2
xz] Y(z) = Ey(z) , (3.2)
und enthélt offensichtlich als charakteristische Lange

h

Ty = m . (33)

Die Standardmethode der Analysis zur Losung der Differentialgleichung (3.2)
unter der Nebenbedingung, dafl ¥)(z) quadratintegrabel ist, fiihrt auf Hermite-
Polynome. Wir wollen hier jedoch eine algebraische Methode benutzen, bei der
wir versuchen, H durch das (Absolut-) Quadrat eines Operators darzustellen.

Vix}

» Abb. 3.1. Potential des harmonischen Oszillators
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3.1.1 Algebraische Methode
Dazu definieren wir den nicht-hermiteschen Operator a durch

wmz + ip

= 4
¢ V2wmh (3.42)
t_ wmz — ip
ol = ———=—
V2wmh

und erhalten als Umkehrung

| h
z=\5 (a+ an) (3.5a)
p=—i4/ h‘;m(a - aT) . (3.5b)

Wie man leicht aus dem Kommutator fir £ und p herleiten kann, gilt

(3.4b)

[a,af]=1 (3.6)

wihrend @ und af jeweils mit sich selbst kommutieren. Mit der charakteristi-
schen Linge x¢ erhélt man

1 [z d

fo (2 _ %
a \/5 20 9 Iz . (3.7b)
Die Relationen (3.5a,b) in (3.1) eingesetzt, ergeben fiir den Hamilton-Operator
H= %hw(ajra + aat)
und unter Beniitzung des Kommutators (3.6)
H=twala+l) . (3.8)

Somit ist das Problem auf die Auffindung der Eigenwerte des Besetzungszahl-
operators

i=ala (3.9)
reduziert. Es sei ¢y Eigenfunktion zum Eigenwert v:

'fldju = I/djl/ . (310)
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Berechnung der Eigenfunktion
Aus

Wb %) = (v, al avpy) = (a, ay) >0 (3.11)
folgt
v>0

Somit ist der niedrigstmogliche Eigenwert v = 0. Um die zugehodrige Eigen-
funktion ¢ zu berechnen, bemerken wir, da8 aufgrund von (3.11) die Norm
von ayg verschwindet und deshalb

ag =0 ist, d.h. (3.12)
d z
(% ; ;g)“’“ —0 . (3.13)
Die auf 1 normierte Losung dieser Differentialgleichung lautet
_1/2 1 T 2
Yo(z) = (V7zo) eXP{_—Q_(E) } . (3.14)

Berechnung der ubrigen Eigenfunktionen

Aus (3.6) und (3.9) ergeben sich wegen [ata,a)f] = ol [a,aT]—*- [aT,aT]a = qf
die wichtigen Kommutatoren

[#,a] = af (3.15)

[f,a] =—a . (3.16)

Behauptung. aTiﬁy ist Eigenfunktion zum Eigenwert v + 1.

Beweas:

naty, = (ata+ahyg, = (v + Daly, (3.17)
Norm:

(P, al) = (bu,aaln) = (b, (ala + 1))

= (V + 1)(¢V7"/’V) >0 . (3.18)

Somit gilt fiir auf 1 normierte ¥, und ¥, 41

aty, = VI F D - (3.19)

43



Tabelle 3.1. Eigenzustande des harmonischen Oszillators, Eigenwerte von i und H

n H
Grundzustand g 6 hw/2
1. angeregter Zustand y; = aT'z,bo 1 3hw/2
2. angeregter Zustand 2 = 715(“)21/;0 2 5hw/2
n. angeregter Zustand ¥, = :717;-‘-((11)"1#0 n (n+1/2)hw

Ausgehend von ¢ erhalten wir aus (3.19)
— _}_ f — L T n !
Yn = N Y1 = m(a Yo, (3.19)

die in Tabelle 3.1 zusammen mit den Eigenwerten von 74 und H angegebene un-
endliche Folge von Eigenzustdnden. Man nennt ¢9 Grundzustands-Wellenfunk-
tion und %, flir n = 1,2, ... Wellenfunktion des nten angeregten Zustands.

Behauptung. a1, ist Eigenfunktion mit Eigenwert v — 1.

Bewezs:

hay, = (ah — a), = (v —1)agy, . (3.20)
Norm:

(au,athy) = (b, ala,) = v(hy, ) = ¥20 fir w20 (32

Daraus folgt fiir v = 0 wieder (3.12) und fiir v > 1:

ay = V-1 . (3.22)

AuBerdem koénnen wir nun zeigen, daf§ wir in Tabelle 3.1 schon alle Zustande
gefunden haben.

Behauptung. Mit ¢, n = 0,1,2, ... sind alle Eigenfunktionen gefunden.
Beweis durch Widerspruch:

Angenommen, es gibe einen Eigenwert v = n + @ mit 0 <a <1 und n eine
natiirliche Zahl:

Ay = (n + )y
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Dann folgt aus (3.22)
f(a"hy) = ala”hy)
A(a" ) = (@ = 1)(a™1¢)

Da aufgrund von (3.21) die Norm der Wellenfunktion a™t14, existiert und
a — 1<0 ist, gibe es eine Eigenfunktion von 4 mit endlicher Norm und nega-
tivem Eigenwert, im Widerspruch zur Positivitat der Eigenwerte.

Somit sind alle stationéren Zustinde des harmonischen Oszillators durch
Tabelle 3.1 bzw. (3.19’) gegeben. Die Operatoren aT(a) erhohen (erniedrigen)
den Energieeigenwert um hw und werden deshalb Erzeugungs-(Vernichtungs-)
Operatoren und gelegentlich auch Leiteroperatoren genannt.

¥y

Abb. 3.2. Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators flir die Quantenzahlen n = 0
bis 5: y = z/z0 = /mw/hz
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Anmerkungen: (i) Es kann jedoch nicht-quadratintegrable Eigenfunktionen mit negativem
Eigenwert geben. So ist z.B.

2
2 2
(—%;) coshz = —coshz, obwohl -~ dd_z? = (1-5;)

ein positiv-definiter Operator ist. Desgleichen ist ¢ = exp((z/20)%/2) eine nichtnormierbare

Eigenfunktion von at (ah]; = 0) und auch von # zum Eigenwert —1.

(i1) Der Grundzustand ist nicht entartet. Daraus kann man ableiten, da8 auch alle
iibrigen Eigenwerte von 7i nicht entartet sind. Denn gibe es zu einem n neben ¥, eine
weitere orthonormierte Eigenfunktion ¢,, dann wire a™gy, eine zu g orthogonale Grund-
zustandseigenfunktion, was einen Widerspruch darstellt.

Die Energieeigenzustande zum harmonischen Oszillator (Abb. 3.2) sind so-

tn = (nlv/mag)~V2(atyr exp{.—% (%)2} oder (3.23)

¥n = (2"nlV/rz0) "1/ exp{—%(i)z}Hn(i) (3.23)

Lo o

mit

und die zugehorigen Energieeigenwerte lauten
Ep = hw(n + 1) (3.24)

mit n = 0,1,2, .... Das Spektrum der Energieeigenwerte ist diskret. Die hier
eingefithrten und durch (3.23) und (3.23') definierten Polynome H,, werden
wir sogleich weiter untersuchen und zeigen, daf} sie identisch mit den Hermite-
Polynomen sind.

3.1.2 Die Hermite-Polynome
Die Polynome H,, sind nach (3.23) und (3.23') durch

Hn(z) = e /2(v/2a1)"

a2
em/?

=1

2 __2 dN' 20 _.2
=% e 1/2(16——)‘6’” /Ze x

dz

definiert. Verwendet man noch die Operatoridentitat

o—22/2 (m ~ i)nexz/z _ (_1)n_d"_ ’
dz

dxm

die aus

—a?2(y _ D\t _ 4
¢ (x dx)e dz

folgt, so erhalt man die iibliche Darstellung fiir die Hermite-Polynome:

2

dn
Hp(z) = (-1)"e® et (3.25)
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Tabelle der ersten sechs Hermite- Polynome:

Hy(z) =1

Hi(z) =2z

Ho(z) = 422 - 2

Hi(z) =823 — 12z

Hy(z) = 16z% — 4822 + 12
Hs(z) = 32z° — 16023 4 1202

Orthogonalititsrelation:

o<
/ dze™® Hu(2)Hp(z) = /72" n!6mn
—00
Erzeugende Funktion:
249 bt 1
e~ H2z > Ht"Hn(:v)
n=0""
Differentialgleichung:
d? d
Vollstindigkeit:

S Yu(@)n(e") = bz — )

n=0

H, und damit ¢, hat n Knoten (einfache reelle Nullstellen).

3.1.3 Die Nullpunktsenergie

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Klassisch ist die niedrigste Energie des harmonischen Oszillators E = 0, quan-
tenmechanisch hw/2. Da () nicht V(z) allein, sondern die Summe aus kine-
tischer und potentieller Energie minimalisiert, ergibt sich eine endliche Grund-
zustandsenergie oder ,Nullpunktsenergie®. Zur weiteren Illustration berechnen
wir das Unscharfeprodukt AzAp. Fir den Mittelwert und das Schwankungs-

quadrat des Ortes finden wir

(2) = (b, %n) < (Y, (@ + al Jip) = 0

(A-T)z = (332) = %ﬂ'(lﬁn,(az + aal + ala + ah)gbn) = :c%(n +1/2) ,
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und desgleichen fir den Impuls

2
B=0 , (4P =) =S +1/2)
0

Somit ergibt sich fiir das Unschéarfeprodukt

AzAp=(n+1/2)h . (3.31)

Dies ist fiir den Grundzustand minimal. Die Grundzustandswellenfunktion ist
nicht etwa auf x = 0 — das Minimum des Potentials — konzentriert, sondern
hat die Ausdehnung z¢ und eine endliche zugehdrige Ortsunschirfe (= Schwan-
kung). Man bezeichnet diesen fiir die Quantentheorie charakteristischen Sach-
verhalt als ,Nullpunktsschwankung®. Wir wollen noch eine Ungleichung fiir die
Nullpunktsenergie ohne explizite Berechnung der Wellenfunktion, nur aufgrund
der Unscharferelation

A
Azlp2 5 (3.32)

herleiten. Da aus Symmetriegriinden fiir den Grundzustand {p) = (z) = 0 sein

muf} (siehe (3.6)), folgt

h2
PN 2T

und somit die folgende Ungleichung fiir die Energie:

(p> P? mw?r? 1
=(H) = mw?(z 2>>2 +5 T

Die Ableitung nach (p?) liefert als Bedingung fiir das Minimum

1 mw?h? 1 .
o 3 (<P2>min)2 =0 und somit
mhw
<p2>min = )

Fir die Energie gilt dann

mhw mw?h? 2 hw
> _ —
2= 2m 2 + 8 mhw 2

Die Nullpunktsenergie ist der kleinste Energiewert, der mit der Unscharferela-
tion vereinbar ist.

48



0S5

T e e — .

leuss

—

-
~ -

a)

1 i 1 |
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Abb. 3.3. Vergleich der quantenmechanischen (—) mit der ,klassischen® (- --) Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit fir (a) Energie £; und (b) Eip

Anmerkung: Vergleich mit dem klassischen Oszillator. Fur die klassische Bewegung gilt
T = qo sin wt (3.33)
E= %mwzqg . (3.34)
Wir definieren eine klassische ,,Aufenthaltswahrscheinlichkeit ¢

dt
‘/Vklass(z)dz = F s

wobei dt die Aufenthaltsdauer in dz und T = 2n/w sein sollen. Aus (3.33) folgt
dz = gow coswitdt = gow+/1 — (2/q0)?dt , und somit

1

27qo/1 — (z/q0)?

Witaes = (3.35)

Beispiel:

Der 1. angeregte Zustand besitzt die Energie E1 = (3/2)hw. Mit (3.34) folgt (Abb. 3.3)

3hw
qo = 5 — \/E:co
mw

3.1.4 Koharente Zustande

Fir die stationdren Zusténde verschwindet der Ortsmittelwert, (z) = 0; diese
haben also einzeln nichts mit der klassischen Oszillationsbewegung gemeinsam.
Wir bestimmen nun Losungen der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung, die

49



eine periodische Bewegung darstellen. Zunachst bestimmen wir Wellenfunktio-
nen, fiur die zum Ausgangszeitpunkt ¢ = 0 der Mittelwert von = verschieden
von Null ist, (z)#0. Dies ist sicher fiir Zustinde @ der Fall, die

Ao = APq (3.36)

mit einer komplexen Zahl e erfillen, die also Eigenfunktionen des Vernich-
tungsoperators sind. Da

(d’na‘Pa)—' \/-—( T 1[’0’99&) \/1-7;1(1/)0,61”990[): '\C/y—%(Tl’O,SOa) s

resultiert fir die Entwicklung von g nach den ¢y,

o

=C Z 7/),, =Cc ““‘)n : (3.37)

n=0

Fir a#0 sind die pq keine Eigenfunktionen des Hamiltonoperators H, d.h.
keine stationdren Losungen. Mit Benutzung der Orthogonalitidt der v, erhilt
man aus (3.37) fiir die Normierungskonstante C

|a|2n

1:(‘Pa799a)=C22 = C% |o |

n=0
C=clol'2 (3.38)

Die Zeitentwicklung der ¢q(z,t) ergibt sich aufgrund der bekannten Zeitent-
wicklung der stationdren Zustande zu

wt\n .
palz,t) = e—|a| /2 ,;0 (ae\/;!-) e w2 oder (3.37)
0a(,1) = Paqp(z)e™ % mit (3.39)
a(t) = ae™ Wt (3.40)

palz,t) ist eine Losung der zeitabhngigen Schrédinger-Gleichung. Man nennt
diese Zustinde kohdrente Zustinde, da sie in der Optik fir die Darstellung
von kohédrenten Lichtwellen von Bedeutung sind. Sie wurden tibrigens von
Schrédinger schon in einer seiner ersten Arbeiten 1926! hergeleitet und sind
nach Erfindung des Lasers sehr populdr geworden. Der Mittelwert des Ortes
ist im Zustand pq(z,t) zeitabhéngig:

(z) = (‘Pa(t)’x‘foa(t)) = %(‘Pa(t% (a+ at)(roa(t)) = %(a(t) + a*(t))

1 E. Schrédinger: Die Naturwissenschaften 28, 664 (1926)
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Schreiben wir « in der Form a = |a|e!%, so ergibt sich schlieBlich
(z) = V2zg|a| cos (wt — &) . , (3.41)

Der Ortsmittelwert hat also genau dieselbe Zeitabhingigkeit wie die klassische
Schwingung.

Aus (3.37) und (3.39) kann man leicht die Darstellung

valz,t) = e—iwt/2ea(t)aT —-a* (t)a¢0($)
|af?

“meUlE
n ‘/_TIZ"EC_ sin (wt — 5)] —~ %[z — 29V2|a| cos (wt — 5)]2}

sin 2(wt — §)

von pq(z,t) berechnen. Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich dann

p{_(x — z0v/2|a| cos (wt — §))2 }

3.42
- (3.42)

lpalz,t)| \/—500
Ein kohérenter Zustand ist ein Gaufisches Wellenpaket, das sich nicht verbrei-
tert, weil alle Summanden in (3.37') in Phase sind.

Fur grofies « (0.B.d.A.: § = 0 und a > 0), d.h. grofle Oszillationsamplitude,
haben die Koeffizienten a™/n! ein scharfes Maximum fiir ng = a?; die relative
Breite der zu (3.37) beitragenden n-Werte nimmt wie (n — ng)/ng ~1//ng
ab. Wegen ng ~ a? ist dann die Energie des Oszillators (¢, Hpo) = hwa? =
mw?A2/2, wo A = V2zga die Amplitude der Schwingung ist, im Einklang mit
der klassischen Mechanik.

3.2 Potentialstufen

Sowohl in der Kern- als auch der Festkorperphysik hat man haufig Poten-
tiale vorliegen, die in Regionen zerfallen, innerhalb derer sie mehr oder weniger
konstant sind, wobei der Ubergang von einer Region zur anderen innerhalb
ganz kurzer Distanzen erfolgt. Da wir mit der Losung der freien Schrodinger-
Gleichung vertraut sind, wollen wir nun als Idealisierung derartiger physikali-
scher Sachverhalte die Bewegung in Potentialstufen und dergleichen studieren.

3.2.1 Stetigkeit von ¢(z) und '(z) fiir stiickweise
stetiges Potential

Betrachten wir ein eindimensionales Potential mit einer Unstetigkeit an der
Stelle a (Abb. 3.4). Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung dieses Problems
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V{x) Abb. 3.4. Potential mit Unstetigkeitsstelle

o J

lautet:

oz 2m
T _ 2B -V - (3.43)

Angenommen, ¢(z) oder ¢'(z) wiren nun unstetig bei a, dann hitte ein Ver-
halten ¥(z) ~ @(z — a) die Konsequenz ¥”(z) ~ §'(z — a), bzw. ein Verhalten
Y/(z) ~B(z — a) die Konsequenz 9"(z) ~ §(z — a). Weil jedoch aufgrund der
rechten Seite in (3.43) ¢ (z) hochstens eine endliche Sprungstelle an der Stelle
a besitzen darf, fiihrt unsere Annahme zu einem Widerspruch. Folglich miissen
¥(z) und ¢'(z) auch bei lediglich stiickweiser Stetigkeit des Potentials V(z)
stetige Funktionen sein. An der Sprungstelle a von V(z) erhélt man also die
Anschlufbedingungen

¥r(a) = ¢rr(a) (3.44a)
Yi(a) = Pip(a) (3.44b)

Oft ist es zweckmaBig, statt der zweiten Gleichung

P1(a) _ Yy (a)
Yr(a)  ¢rr(a)

zu verwenden, die sich nach Division von (3.44b) und (3.44a) ergibt und die
Stetigkeit der logarithmischen Ableitung besagt. (¢7 17 stellen die Lésungen
fir die Bereiche I bzw. IT dar.)

Die oben gefithrte Argumentation und (3.44b) verlieren ihre Giiltigkeit,
wenn der Potentialverlauf die Form einer Diracschen é-Funktion aufweist.

(3.44c)

3.2.2 Die Potentialstufe

Als Beispiel fiir ein Problem der eben besprochenen Art studieren wir die Po-
tentialstufe (Abb. 3.5a), also das Potential

1 ;5 zz>0

4
0 ; z<0 (3.45)

V) =Y%6) i 0=
mit der Konstanten Vp >0. Betrachten wir dazu die Schrodinger-Gleichung
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gesondert in den Gebieten I (z <0) und IT (z > 0):

dy  2mE  d% _ 2m(E- ),

s v __ane = 3.46a.b
dz? K2 T dx? K2 ( a.b)

Die Stetigkeitsforderungen fiir ¢ und ¢’ werden uns Relationen zwischen den
freien Konstanten der Losungen in den Gebieten I und IT liefern. Wir unter-
scheiden die Falle £ > V) und E < Vy, da sie unterschiedlichen physikalischen
Situationen entsprechen.

A v
Vi{x)
E
Vo Vo
> X
I I X 1 Il
Abb. 3.5a. Potentialstufe Abb. 3.5b. Potentialstufe, £ >V}

3.2.2.1 Teilchenenergie oberhalb der Potentialstufe (E > Vj, siche Abb. 3.5b)
Durch Definition der beiden Wellenzahlen k und ¢ gehen (3.46a) und (3.46b)

uber in

2
I j_x’ﬁ. — k% 5 k=BmE/h (3.47a)
d2

IT: —x’ﬁ_ =—¢* ; q=\2m(E=-Vy)/h . (3.47b)

Dies sind Schwingungsgleichungen mit den Fundamentallosungen

QL

. e k ; z<0
elK:c , e-—lI(z : K= { ’
qg ; z>0

Setzen wir voraus, daf8 das Teilchen von links einféllt, dann ist die Wellenfunk-
tion 1m Gebiet I die Uberlagerung einer von links elnfallenden Welle, deren
Amplitude wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als 1 setzen, und einer
reflektierten Welle, sowie im Gebiet I] eine durchgehende Welle:

y1(z) = € + Re™® (3.482)
'(,b]]((l)) Telqz (348b)
¥(z) = O(=2)¢1(z) + O(z)drr(z) . (3.48c)
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Die Koeffizienten R und T werden aus den Stetigkeitsbedingungen fiir 4 und
¥’ bei z = 0 bestimmt

1+R=T , ik(1-R)=i¢T , sodaB

k=g 2k

- R L 3.49
k+q k+gq ( )

Um diesen Koeffizienten eine physikalische Interpretation zu geben, berechnen
wir die Wahrscheinlichkeits-Stromdichten in den Gebieten I und II gemif
Formel (2.59):

Il

ir(z) E_%[(e—ik:c + R*T)(ik) (T — Re k) _ oo
[

2mi

I

[ik(1— |R|? — Re™ 2k 4 R*e2k2) _ ¢ ]

. hk . .

]I($) = E(l - |R|2) = Jein — Jrefl (3.508,)
. N hq 2 __ .

]II(-T) = E|T| = Jtrans - (3.50b)

Hier haben wir die Stromdichten in den Gebieten I und II in einfallende,
reflektierte und transmittierte Stromdichten zerlegt. Damit erhalt man als
Reflexions- und Transmissionskoeffizienten r und #:

p=defl g2 g diens L2 (3.51)
Jein Jein k
Bemerkungen

1. Das Teilchen wird mit der Wahrscheinlichkeit r reflektiert. Klassisch gébe
es hingegen keine Reflexion, sondern das Teilchen wiirde sich rechts von
der Schwelle lediglich mit kleinerer Geschwindigkeit weiterbewegen. Diese
Reflexion ist ein Wellenphanomen analog der Reflexion von Licht an der
Trennflache von Medien mit verschiedenen Brechungsindizes.

2. Im Grenzfall E — oo (E > Vj) erhélt man:

g—k: R—0 , T—-1 ,

d.h. die reflektierte Welle verschwindet. Weil hier eine unendlich scharfe
Potentialschwelle vorliegt, wird das Ehrenfestsche Theorem und damit
der Ubergang in den klassischen Fall erst fiir E — oo, d.h. A — 0, erfiillt.
Wiirde der Ubergang von 0 auf Vj kontinuierlich iiber eine Strecke d
erfolgen, dann wiirden Teilchen mit k£ > 1/d vollstandig durchlaufen. Man
kann dies explizit am Potential V(z) = Vp(1+tanh (x/2d))/2 nachprifen,
das auf hypergeometrische Funktionen fiihrt.
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Re ¢ Abb.3.6. Der Realteil und der

1 2 E=4Vy/3,dh. q/k=1/2

) Imaginarteil von (z) und die
Wahrscheinlichkeitsdichte I1/)(:c)|
« xk/2T gegen wk/2n, fur Einfallsenergie
0
y

/\ — xk /21

-1

— xk/2W
2

Teilchenzahlerhaltung: Aus (3.49) folgt

hk h .
—(1 - |R|2) = —ngiz , und somit
m m

Jr=Jir , also Jein = Jrefl + Jtrans

d.h. der einfallende Teilchenfluf} ist gleich der Summe von transmittier-
tem und reflektiertem Teilchenflu. Dieses Resultat folgt auch aus der
Kontinuitatsgleichung (Teilchenzahlerhaltung), die 8j(x)/dz = 0 liefert,
well o(x) zeitunabhéngig ist.

Wir stellen noch den Real- und Imaginérteil von (z) und die Wahr-

scheinlichkeitsdichte [4(2)|? in Abb.3.6 dar. Fiir die Einfallsenergie wihlen
wir E = 4V4/3; dann ist das Verhaltnis der Wellenzahlen ¢/k = 1/2.

3.2.2.2 Teilchenenergie unterhalb der Potentialstufe (£ < V4, Abb. 3.5¢)

Nun sei die Energie E des von links einfallenden Teilchens kleiner als die Hohe
Vo der Potentialstufe. Dann bleibt die Schrédinger-Gleichung (3.46a) bzw.
(3.47a) im Gebiet I ungedndert und wird wie in Fall E> V) durch (3.48a)

1] I

1

Il Abb. 3.5¢. Potentialstufe, E <V
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gelost. Im Gebiet IT hingegen wird (3.47b) durch

"= k2 mit k=+2m(Vy - E)/k (3.52)

ersetzt, deren Losungen exponentiell ansteigen oder abfallen. Wir brauchen je-
doch die Losungen von (3.47a) und (3.52) samt Stetigkeitsbedingungen nicht
von neuem zu finden, sondern lediglich zu bemerken, dafl nun q in den Glei-
chungen (3.47b) bis (3.49) rein imaginir wird:

g=ik . (3.53)

Dann lautet die zu einer endlichen Wahrscheinlichkeitsdichte fithrende Losung
in I

Yri(e) =Te™™ (3.54)
und die Reflexions- und Transmissionsamplituden ergeben sich aus (3.49) zu

—1 k
k—1k T 2

R=itie  To%sm (3.55)
Bemerkungen
1.  Nach (3.55) ist
IR2=1 , (3.56)

also tritt vollstandige Reflexion auf.

2. Wegen T'#0 dringen die Teilchen etwa bis zu einer Tiefe x~! in die Stufe
ein. Es findet aber kein TeilchenfluB nach rechts statt, wie man an (3.56)
oder auch an jr;r = 0 erkennt.

(a) T15 Pix) (ui-;!)/z (b)
1.0
05+
¢
: : : F ~ Xk
-15 <10 -05 0 05 10 21
4 -05
4 -0
L5

Abb. 3.7. (a) Die Wellenfunktion (3.57) fir «/k = 3/4. (b) Wellenfunktion an einer Un-
endlichkeitsstelle
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Die Wellenfunktion

P(z) = {(cos kz — % sin k:c) O(-z) + e"”@(z)}l—_:m (3.57)
ohne den Faktor 2/(1 +ix/k) ist in Abb. 3.7a dargestellt.

3.2.2.3 Grenzfall unendlich hoher Potentialschwelle (V) — oo)

Nun betrachten wir den wichtigen Grenzfall einer unendlich hohen Potential-
stufe ¥y — oo. Dann werden

Koo , T=0, R=-1
Somit wird
Yr(z) = ez _e=ikz also %r(0)=0

Daraus resultiert die allgemeine Randbedingung an einer unendlich hohen

Schwelle (Abb. 3.7b):

PlSchwelle =0 - (3.58)

3.3 Tunneleffekt, Potentialschwelle

3.3.1 Die Potentialschwelle

Wir untersuchen nun die Bewegung in Gegenwart der in Abb. 3.8a dargestellten
Potentialbarriere

V(z) =VoO(a—|z|) . (3.59)

Wir behandeln nur den Fall E < Vj. Ein klassisches Teilchen wirde dann von
der Barriere vollkommen reflektiert. Nachdem wir im vorhergehenden Abschnitt
gesehen haben, daf in der Quantenmechanik Teilchen auch etwas in den klas-
sisch verbotenen Bereich hineinschliipfen konnen, miissen wir darauf gefafit
sein, dafl nun auch Teilchen auf die andere Seite der Barriere dringen kénnen.
Unter der Voraussetzung E <V erhélt man auflerhalb der Potentialschwelle

{ |
-a +Q

=Y

Abb. 3.8b. Einfallende, reflektierte
Abb. 3.8a. Potentialbarriere und durchgehende Welle
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(|z] > a) die Schrédinger-Gleichung (3.47a) und innerhalb der Schwelle (2| < a)
(3.52). Die Losung ergibt sich in allgemeinster Form also zu

Aetke L pe~ikz . T< —a
Plz) = Ce ™ 4 Det™ |  —a<z<a (3.60)
Feik:c + Ge—ikz ; r>a

mit den Wellenzahlen k = v2mE/h, k = \/2m(Vy — E)/h.
Um den Zusammenhang der Konstanten A, B, ..., G (Abb. 3.8b) zu erhal-
ten, verwendet man wiederum die Stetigkeitsforderungen fiir die Wellenfunk-

tion ¢ und ihre Ableitung.

Anschlufbedingung bei z = —a:
Ae—ika + Beika = C el 4 Dera
ik(AeTika _ Belkay = _g(Cer® — De™"%)

In Matrixschreibweise:
e—ik'a eika A efia e—ka C
B 0
A 1 eika eika efa e—fd C
B3 S 50
(g) - M@)(E) . wobei (3.61)

(1 + ikrg)ena+ika (1 i
(1 _ i_kig)ena-ika (1 + i

Anschlufbedingung ber z = +a:

(5) s (©) a6

Fir den Zusammenhang zwischen (g) und (g) ergibt sich also

(5) =M@= (g) (3.64)

—
X

)e—na+ika

M(a) = )_ RE (3.62)

ot

k3
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Mit

(1 _ i%c)eml+ika (1 + %) e;ca—ika
. . . . (3.65)
(1 + l_nl_c_)e——na-}—lka (1 _ l_nlg>e—na-—1ka

fiihrt dies zur Gleichung

(5)

M(—a)_1 =

N

cosh 2ka + ;sin ka)e?! : sinh 2xa
B h 1 sinh 2ka)e?ike P sinh 2 F
- —12—71 sinh 2ka (cosh2ka — 175 sinh 2/~ca)e"2ik‘1 G ’
(3.66)
wobei £ und n definiert sind durch
k
e=7 - (3.67a)
K
k
n=z+- (3.67b)

Wir spezialisieren nun auf den Fall eines von links einlaufenden Teilchens,
d.h. es sei G = 0. Gleichung (3.66) vereinfacht sich dann zu

A=F (COSh 2ka + g sinh 2/«1) gika

— P~ \gnnox
B—F<~7)smh2na . (3.68)

&

Zur Charakterisierung der Transmission definiert man die Transmissionsam-
plitude

e~—2ika

F
S(B) = A~ cosh2ka + (ie/2)sinh 2ka (3.69)

Somit ist der Durchldssigkeitskoeffizient

1

2 __
S = T (@) 2ea

(3.70)

|S(E)|? gibt die Wahrscheinlichkeit an, daf ein Teilchen, das auf die Potenti-
alschwelle trifft, diese Schwelle durchdringt.

Im Grenzfall einer sehr hohen und breiten Barriere ist ka>> 1 und es ergibt
sich mit sinh2ka 2= (1/2)e?%? > 1
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2\—1 2
2 ~ £ —4Ka __ 16("5]‘:) —4ka
|S(E)|” = (1 + 7 ) 4e = —_—_(,52 n k2)2e
6EW - E)

IS(E)|? =
175

Xp{—~4 om(Vp — E)%} : (3.71)
Zieht man den Vorfaktor in den Exponenten, also

ISEB)? = exp{ ~4v/BlVs = By + 1og(1—6—?i"°—‘?—))} ,

174

so kann man eine weitere Naherung durch Vernachldssigung des logarithmi-
schen Terms durchfiihren und erhalt schlieBlich fiir |S(E)|?

|S(E)|? = exp{-—4 2m(Vo — E)%} . (3.72)
Ein klassisches Teilchen wiirde fiir E < Vj von der Barriere reflektiert werden.
Nach der Quantentheorie finden wir hingegen auch in diesem Fall eine endliche
Durchgangswahrscheinlichkeit, beschrieben durch (3.70) und (3.72). Dieses rein
quantenmechanische Phinomen bezeichnet man als Tunneleffekt. Wichtige Bei-
spiele fur den Tunneleffekt sind der Alpha-Zerfall von Kernen (s. Abschn. 3.3.3)
und die kalte Emission von Elektronen aus Metallen.

Zum Schlul wollen wir noch die Wellenfunktion im Inneren der Barriere diskutieren. Es
gilt gemasB (3.63), (3.65):

c=L1{1- %) (xtitrap , D=1{14%rtitap
2 K 2 K

fir ka>> 1 deshalb: C~exp{ — ka —ika} und D ~exp{ — 3ka — ika}. Dabei gilt

Ce— k% ~e—2na ~ D e"®

r=a r=a

In Abb.3.8c sind der exponentiell abfallende und ansteigende Teil der Wellenfunktion ge-
trennt eingezeichnet.

=KX
% Abb.3.8c. Absolutwerte der exponentiell abfallenden und
= ansteigenden Teile der Wellenfunktion
De

3.3.2 Kontinuierliche Potentialberge

In realistischen Tunnelvorgidngen hat das Potential einen kontinuierlichen Ver-
lauf, etwa wie in Abb. 3.9a dargestellt. Die Tunnelwahrscheinlichkeit durch
diesen Potentialberg lat sich mit Hilfe von (3.72) naherungsweise berechnen,
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Abb. 3.9. (a) Kontinuierlicher Potentialberg, und (b) seine Zerlegung in Stufen

indem man V(z) zwischen a und b durch N Teilschwellen der Breite dz ap-
proximiert. Die Stufenbreite 2a ist jetzt durch dr zu ersetzen (Abb. 3.9b). Die
Gesamttransmissionswahrscheinlichkeit ist dann das Produkt

SEE = I exp{—— v2m(V(zi) - E)zdm}
=1

k

= e;p{—zg v Zm(ng") — E)d:c} ,

welches im Limes N — oo in

IS(E))? = exp{—27 v 2’”(‘/75“’) — E)dx}

(3.73)

ibergeht. Dieses Resultat kann mit der WKB-Methode genauer begriindet wer-
den (siehe Abschn.11.3).

3.3.3 Anwendungsbeispiel: Der a-Zerfall

Das Potential eines a-Teilchens in einem Kern hat niherungsweise den in
Abb. 3.10 dargestellten Verlauf. Dabei ist die Reichweite der Kernkrafte R =~
1072 ¢m, die Ladungszahl eines a-Teilchens Zy = 2, und die Kernladungszahl
des Tochterkerns Z;. Im klassischen Fall miifite dem Teilchen erst Energie zu-

A Vi (Mev)

\
N
AY

20
EF-f----= 2"
0 — -
2 Y r(10"%cm)
R b
-20 F
.40 __)— === Vo Abb. 3.10. Potential eines a-Teilchens in einem gegen

«a-Zerfall instabilen Kern
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gefiihrt werden, damit es die Coulomb-Barriere iiberwinden und den Kern ver-
lassen kann. Quantenmechanisch erhalt man eine endliche Tunnelwahrschein-
lichkeit, die sich unter Verwendung von (3.73) berechnen 1a8t, wenn man zwi-
schen den inneren und #uBeren klassischen Umkehrpunkten V(z) = Z1Z9e?/x
setzt. Die Integrationsgrenzen sind a = R, b = ZyZ9¢%/E und es folgt

b b
x\/Zm[V(m)——E]: V2mE . ﬁ_
2{(1 ; 22 éd J=-1

T[T (2 (2]}

Fir b>> R, d.h. E < Coulomb-Barriere, wird dies

(LB (107

so daf} sich fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit schliefllich

/2mZ262 (__ZL EZ%/2R1/2)}
h vVE 7 Z21/2€

ergibt. Damit kennt man die Zerfallswahrscheinlichkeit noch nicht ganz, denn
dazu muf} zusatzlich beriicksichtigt werden, wie oft das Teilchen die Moglichkeit
zum Tunneln hat, d.h. wie oft es an den Kernrand ,stofit“. Als halbklassische
Abschatzung fir die Zerfallswahrscheinlichkeit kénnen wir ansetzen: Zerfalls-
wahrscheinlichkeit pro Sekunde = Frequenz der WandstdBe X Durchléssigkeit
= (vi/ZR)IS(E)Iz. Dabei ist v; die Geschwindigkeit des a-Teilchens im Inneren
des Kerns, eine nur vage definierte Grofle. Sei nun N die Anzahl der radioakti-
ven Kerne, dN die Anderung der Anzahl der radioaktiven Kerne, dann lautet
das Zerfallsgesetz

1512 = exp{—w (3.74)

dN = —N X Zerfallswahrscheinlichkeit X dt = ——]\—fdt
T

Die Halbwertzeit T ergibt sich somit zu

r= sy -2 (3.75)

v
und das Zerfallsgesetz wird

N = Noe*t/f
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log,,T (Jahre)

Numerische Formel fir 7:

Mit Zy = 2, R = 15 x 107343 em & 2 x 107132 cm fixr 7 in Jah-
ren, E in MeV folgt die numerische Formel von Taagepera und Nurmia?

logjo 7 = 1.61 ('FjZI}_z - Zf/3) ~289 . (3.76)
Genau diese hier gegebene Abhéngigkeit des log 7 von der Energie der emittier-
ten a-Teilchen war durch Geiger und Nutall experimentell gefunden worden.
Die Grofe logio (2R/v;) = — 28.9 variiert im interessierenden Bereich der
schweren Kerne nur sehr schwach. Die Abb. 3.113) zeigt experimentelle Kurven
fiir verschiedene Kerne und zeigt die Bestéitigung der \/E-—Abhiingigkeit.

Der Faktor exp { — v2mnZy Z9e? /hn/E} bestimmt auch die Wahrschein-
lichkeit fiir den umgekehrten Vorgang, d.h. die Fusion zweier Kerne mit Ladun-

gen Zy und Z;. Daraus folgt, da Kernfusion bevorzugt fiir niedrige Z erfolgt,
also flir Wasserstoff (Deuterium):

1H2 41 H2 5 9He 40 (3.27MeV)
1H2 41 H3 »9He! 40 (17.6MeV)
Die Zahlen in Klammern geben die Warmeténung (den sog,. Q-Wert) an. Fiir

hohere Ladungszahlen steigt die Coulomb-Barriere und die fiir deren Uberwin-
dung erforderliche Temperatur. In der Entwicklung eines Sterns werden nach-

—
N

[o-]

P

40 5.0 60 70 90
Energie {MeV)

Abb. 3.11. Logarithmus der Halbwertszeit als Funktion der inversen Wurzel der Energie des
emittierten o-Teilchens (nach Hyde et al.3)

? E. Segré: Nuclei and Particles, 2nd ed. (Benjamin, New York/Amsterdam 1977)

3 E.K. Hyde, I. Perlman, G.T. Seaborg: The Nuclear Properties of the Heavy Elements
I (Prentice Hall, Englewood Cliffs 1964)
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‘ Vix) Abb. 3.12. Potentialtopf

{-V,

o)

einander die leichtesten Elemente verbraucht und auch die Experimente zur
kontrollierten Kernfusion konzentrieren sich auf Z = 1. Weitere wichtige Bei-
spiele fiir den Tunneleffekt sind die kalte Emission von Elektronen aus einem
Metall in einem elektrischen Feld und das Tunneln zwischen zwei durch eine
Isolatorschicht getrennten Metallen, wozu auch der Josephson-Effekt, namlich
das Tunneln von Cooper-Paaren in Supraleitern, gehort.

3.4 Potentialtopf

Wir wollen nun die gebundenen Zustinde des Potentialtopfes
V(z) = -V0O(a — |z|) (3.77)

bestimmen (Abb. 3.12). Der Potentialtopf dient als Modell fur kurzreichweitige
Krafte, wie man sie in der Kernphysik oder bei abgeschirmten Storstellen in
Festkorpern vorfindet.

Die Tendenz, ein Teilchen zu binden, wird sicher mit der Tiefe und Breite
des Potentialtopfes und der Teilchenmasse anwachsen. Ein aus Vj, a und m
gebildeter, die Starke charakterisierender dimensionsloser Parameter ist

¢ =+2mVpa/k . (3.78)

Wie in den vorausgegangenen Abschnitten betrachtet man die Schrédinger-
Gleichung fiir Gebiete verschiedener Potentialstarke getrennt. Da die Energien
der Bindungszustande im Intervall

-W<LEZLO (3.79)
liegen, haben wir

" = k% mit k=+2m(-E)/h fir |z|>a (3.80a)

und
" = —g*Yp mit ¢=+2m(E+WV)/h fir |z|<a . (3.80b)

Um die Normierbarkeit der Wellenfunktion zu gewahrleisten, ist fir |z| > a aus
den beiden Fundamentallésungen et re jeweils diejenige auszuwéahlen, die ex-
ponentiell abfallt. Innerhalb des Topfes sind die Losungen oszillierend: cos gz,
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sin gz — und eventuell auch Linearkombinationen dieser beiden Fundamen-
talldsungen. Wegen der Spiegelungssymmetrie des Potentials (3.77) liegt es je-
doch nahe, nach rein geraden

Acosgr |z|<a
s ={F® 08 (3.581)
und ungeraden
Asingz |z|<a
Vi) = {ie:F'“” z24a (3.82)

Lésungen zu suchen. Wir werden spéater, in Abschn. 3.5 und 3.6, allgemein zei-
gen, dafl die Bindungszustidnde fiir ein spiegelsymmetrisches Potential gerade
oder ungerade sind. Aus den Stetigkeitsbedingungen (3.44a—c) fur die Wellen-
funktion und deren Ableitung erhalten wir transzendente Gleichungen fiir die
Energieeigenwerte E und die Amplituden A4 in (3.81) und (3.82). Wir betrach-
ten gerade und ungerade Lésungen nacheinander.

3.4.1 Gerade Symmetrie
Hier lauten die Stetigkeitsbedingungen

Ka

A cos ga=e" , Agsin ga = ke "¢ | (3.83)
die nach Division
tgqa = £ (3.84)
q
ergeben oder ausgeschrieben

I (S OO e /
tgqa = o , (3.84")
wo der in (3.78) eingefiihrte dimensionslose Parameter ¢ auftritt. Wegen (3.79)
liegen die Wellenzahlen ¢ im Intervall

0<qa<( .. (3.85)

Gleichung (3.84') ist die angekiindigte transzendente Gleichung fiir die Wel-
lenzahl ¢ oder wegen (3.80b) fiir die Bindungsenergie E. Sie 1af3t sich leicht
graphisch 16sen (Abb. 3.13). Hier sind tgz und (¢ — z2)1/2/2 fiir drei Werte
von { gegen z = ga aufgetragen. Die zuldssigen Werte von z ergeben sich aus
den Schnittpunkten dieser beiden Kurven. Fiir diese Werte ga sind dann die
Energieeigenwerte nach (3.80b)

V+(q22 —Vg(l (‘?2)2) . (3.86)
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Abb. 3.13. Graphische Lsungen der transzendenten Gleichung (3.84') — tgz,
—+— (¢% - 22)}/2 /2 fiir verschiedene Werte von ¢ ({1 < {2 < (a)

Man liest aus Abb. 3.13 folgende charakteristische Eigenschaften der Eigenwerte
ab:

1) Da (¢2 — 22)1/2/z bei z = ¢ verschwindet, kann die Zahl der Schnitt-
punkte aus dem Wert von ( abgelesen werden und ist
ng = [¢/7] (3.87)

wobei [a] die nachstgréBere natiirliche Zahl zu « ist.

il)  Somit gibt es fiir ( > 0 auf jeden Fall einen geraden gebundenen Zustand,;
mit wachsenden ( wachst die Zahl der geraden Bindungszustinde ent-
sprechend (3.87).

3.4.2 Ungerade Symmetrie

Die Stetigkeitsbedingungen lauten nun:

Ka

Asinga =e” , Agcosga=—re " (3.88)
und nach Division

2 _ 21/2
L el )0 Sty (3.89)
q qa
Die graphische Lésung von (3.89) ist in Abb. 3.14 illustriert.
Wenn ¢ im Intervall

—ctgga =

g(2nu —1)<(< g(2nu +1) (3.90)

liegt, hat (3.89) genau n, Losungen. Insbesondere ersehen wir daraus, daf} es
ungerade Losungen nur dann gibt, wenn

2mVpa? /K2 > n2 /4 (3.91)
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Abb. 3.14. Graphische Losung der transzendenten Gleichung (3.89). — —ctgz,

e (Cz _ 22)1/2/2

ist; das Potential mufl also eine Minimalstarke {iberschreiten. Auch fir die
ungeraden Zusténde ist natiirlich der Zusammenhang zwischen der aus (3.89)
bestimmten Wellenzahl und der Energie durch (3.86) gegeben. Wir kdnnen nun
unser Ergebnis fiir gerade und ungerade Zustande in Tabelle 3.2 zusammen-
fassen. Wir geben das Wellenzahl-Intervall, die Symmetrie und die Anzahl der
Knoten, d.h. der Nullstellen der zugehorigen Wellenfunktion, an. Die Folge der
Zustande endet mit dem (ng+ny —1)-ten angeregten Zustand. Gerade und un-
gerade Zusténde wechseln einander mit anwachsender Energie und Knotenzahl
ab. Wir kénnen offensichtlich die Zustdnde mit der Knotenzah! durchnumerie-
ren. Im néchsten Abschnitt werden wir allgemein zeigen, dafl die gebundenen
Zustande flir ein symmetrisches Potential durch reelle gerade und ungerade
Funktionen dargestellt werden kénnen. Nachdem wir alle derartigen gefunden
haben, kennen wir also alle Bindungszustande fiir den Potentialtopf.

Tabelle 3.2. Zustand, Wellenzahl, Symmetrie und Anzahl der Knoten

Zustand qa Symmetrie Knotenzahl
Grundzustand [0,Z] gerade 0
1. angeregter Zustand [Z,7] ungerade 1
2. angeregter Zustand [, %ﬂ'] gerade 2

Wir wollen unsere Ergebnisse in Abb.3.15 fiir ein Potential der Starke
¢ = 5 illustrieren. Hier gibt es nach (3.87) und (3.90) [(/7] = 2 gerade und 2
ungerade Losungen.

Schliellich betrachten wir noch den Grenziibergang zum unendlich tiefen
Potentialtopf, Vo — co. Dann sind die geraden Zustande

Yg(z) = O(a — |z|) cos gz mit qa = (k+ %—)Tf’ , (3.92)
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Abb. 3.15. Gebundene Zustinde und Energieeigenwerte fiir einen Potentialtopf mit { = 5.
Die Zustinde sind durch die Knotenzahl durchnumeriert. Die geraden Losungen sind durch-

gezogen, die ungeraden gestrichelt gezeichnet

und die ungeraden

Yg(z) = O(a — |z|) sin gz mit ga =knr

(3.93)

Die beiden Losungen erfiillen die in (3.58) gefundene allgemeine Randbedin-
gung ¥(Schwelle) =0. Bis auf einen Faktor kénnen sie auch in der Form

Yp(z) =sin (z + a)p mit
nm

T 2

mit natiirlichem n zusammengefafit werden, denn fiir

cos(k+1 e
2%k+1 . k 2)a
n= wird =(-1
{2k rd gn=(DTY
Sin ——1
a
- Tvm-vo

Abb. 3.16. Die niedrigsten Zustiande
im unendlich tiefen Potentialtopf, langs
der Ordinate verschoben

(3.94a)
(3.94b)



Die niedrigsten Eigenzusténde des unendlich tiefen Potentialtopfs sind in
Abb. 3.16 dargestellt.

Nachdem wir nun einige spezielle, charakteristische Probleme gelost haben,
wollen wir in den beiden nachsten Abschnitten untersuchen, welche allgemeine
Aussagen iber stationare Zustédnde getroffen werden konnen.

3.5 Symmetrieeigenschaften

3.5.1 Paritat

Der Paritétsoperator (Spiegelungsoperator) P ist durch
Pf(z) = f(-=z) (3.95)

definiert. Offensichtlich sind die geraden und ungeraden Funktionen Eigenfunk-
tionen von P mit Eigenwerten =+ 1 (siehe (3.100)). Wir wollen nun voraussetzen,
daf} das Potential spiegelungssymmetrisch sei:

PV(z)=V(z) . (3.96)

Da die kinetische Energie nur eine zweite Ableitung enthélt, gilt dann fiir jede
komplexe Funktion f(z)

PHf(z)=Hf(-xz)=HPf(z) ,
d.h. P und H kommutieren, so dafl
[P,H]=0 (3.97)

flir symmetrische Potentiale. Gehen wir aus von der zeitunabhangigen Schrodin-
ger-Gleichung

Hy(z) = Ey(z) , (3.98)
dann folgt nach Anwendung von P
Hij(-z) = Bp(-z) ,

so dafl mit ¢(z) auch ¢(—z) Losung zum gleichen Eigenwert E ist. Indem wir
Summe und Differenz dieser beiden Gleichungen bilden, sehen wir, daf

ebenfalls Eigenfunktionen von H mit Eigenwert F sind. Da
P¢g/u = :t'l/)g/u ’ (3100)
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sind sie auch Eigenfunktionen von P. Somit folgt: Fir symmetrische Poten-
tiale konnen wir ein Basissystem von stationfren Zusténden wahlen, das nur
aus geraden und ungeraden Zusténden besteht. Wenn ein Energie-Eigenwert
nicht entartet ist, so ist die zugehorige Eigenfunktion automatisch gerade oder
ungerade.

3.5.2 Konjugation

Nehmen wir das komplex Konjugierte der zeitunabhéngigen Schrédinger-Glei-
chung, erhalten wir

Hy*(z) = Ey*(z) . (3.101)

Durch Kombination von (3.98) und (3.101) sieht man, daf ¢»+%* und (¢—4*)/i
reelle Eigenfunktionen mit Eigenwert E sind. Wenn, wie immer vorausgesetzt,
das Potential reell ist, kann man reelle Energieeigenfunktionen wahlen. Nicht-
entartete Energieeigenfunktionen sind, abgesehen von trivialen Faktoren, au-
tomatisch reell.

3.6 Allgemeine Diskussion der eindimensionalen
Schrodinger-Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die eindimensionale Schrédinger-Gleichung fiir
ein allgemeines Potential diskutieren, um zu sehen, inwieweit die fiir unsere
Modellpotentiale (Oszillator, Kasten etc.) gefundenen Eigenschaften allgemein
giltig sind. Wir werden uns dabel auf eine qualitative, meist graphische Dis-
kussion der Lésungen der Schréodinger-Gleichung stiitzen, um die wesentlichen
Elemente herauszustreichen. Es sollte aus der Diskussion klar sein, daf} diese
Argumentation auch in Form eines analytischen Beweises dargestellt werden
kann.

Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir noch einmal die eindimensionale
Schrodinger-Gleichung auf:

2 m .
=TV - B (3.102)

bvix)

\J Abb. 3.17. Symmetrisches kurzreichweitiges

Vmin Potential

=¥
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Abb. 3.18a. Losungselemente der Schrodinger-Gleichung in Regionen mit V(z) - E >0

v0 N

Y<o — : Abb. 3.18b. Lésungselemente der Schrédinger-
U Gleichung in Regionen mit V(z) — E<0

Wenn wir etwa das stetige kurzreichweitige Potential aus Abb. 3.17 vor Augen
haben, kann es Regionen mit E grofler oder kleiner als V(z) geben.

V(z) — E>0. Dann hat " das gleiche Vorzeichen wie ¢, d.h. ¢ ist konvex
zur z-Achse, also von der z-Achse weggekrimmt (Abb. 3.18a).

V(z) — E <0. Hier ist das Vorzeichen von " zu 9 entgegengesetzt und die
Wellenfunktion ¢ ist konkav zur z-Achse (Abb. 3.18b). Aus den Elementen von
Abb. 3.18a und 3.18b setzen sich die Losungen der Schrédinger-Gleichung stetig
und stetig differenzierbar zusammen.

Betrachten wir nun das Potential aus Abb. 3.17.

E < Vpin- Dann wére iiberall der Fall V(z) — E > 0 realisiert und die Losung
wirde im Unendlichen divergieren. Fir E < Vi, gibt es deshalb keine akzep-
table Losung.

Vimin < E < 0. Hier sind wir im Bereich der Bindungszustdnde. Einen typischen
derartigen Bindungszustand haben wir in Abb. 3.19 gezeichnet. Die horizon-
tale Gerade E schneidet das Potential an den Wendepunkten W.P. Auflerhalb

byix)
P (x)
(hx)zl W.P. WP, .
B
Vimin

Abb. 3.19. Typischer Bindungszustand fiir das Potential aus Abb. 3.17
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C Vimin

Abb. 3.20a-d. Konstruktion der Bindungszustande fir stetiges, symmetrisches Potential
fir zunehmende Energie E. Die senkrechten gestrichelten Linien geben die Position der
Wendepunkte an

der Wendepunkte ist die Losung von der z-Achse weggekriimmt, innerhalb der
Wendepunkte ist die Lésung zur z-Achse gekriimmt. Ganz grob betrachtet, hat
die Lésung auBerhalb der Wendepunkte die Form e*5% mit x = [2m(V(z) —
E)]l/2/h und innerhalb die Form — cos gz mit ¢ = [2m(E—V(w))]l/2/h. Wenn
wir die Energie erhohen, verschieben sich die Wendepunkte nach auBen. Die
dann resultierende Funktion ¥(z) (z >0) ist im Auflenbereich weniger weg-
gekriimmt und im Innenbereich starker zur z-Achse hingekriimmt. Die Auf-
gabe, die Bindungszustdnde zu finden, besteht nun darin, Losungen, die im
Unendlichen exponentiell abfallen, symmetrisch bzw. antisymmetrisch (Ab-
schn. 3.5) so zusammenzusetzen, da8 ¢ und ¢’ am Ursprung stetig sind. Wir
zeichnen die dabei resultierenden Losungsfolgen fiir vier Werte von E im In-
tervall [Vipin, 0] in Abb. 3.20. Der Wert von E nimmt von (a) bis (d) zu, wo-
bei sich die Wendepunkte nach auflen verschieben. Zunachst ist klar, daf§ fur
E = Vpin die beiden Wendepunkte im Ursprung zusammenfallen. Abbildung
3.20a entspricht der Situation, dafl E etwas grofler ist als Vi,i,. Die negative
Kriimmung im Bereich innerhalb der Wendepunkte reicht noch nicht aus, um
die Ableitung der Losung auf den gleichen Wert im Ursprung, namlich 0, zu
bringen. Erst recht fallt der Wert von ¢ rechts des Ursprungs nicht mit dem
der gestrichelten Kurve links des Ursprungs zusammen. Bei Erhéhung von E
kommen wir schlieBlich zu Abb. 3.20b. Hier haben die durchgezogenen Kur-
ven links und rechts die gleiche Steigung und den gleichen Wert am Ursprung.
Es ist klar, da man diese Situation auch bei noch so schwachem Potential
erreicht, wenn man mit E nur nahe genug an E = 0 geht. Es gibt also in
jedem Fall einen gebundenen Zustand. Dieser ist symmetrisch. Erhcht man
ausgehend vom Wert E aus Abb.3.20b die Energie weiter, dann kommt man
zu Abb. 3.20¢c. Die Wellenfunktion im Innenbereich wurde so stark nach unten
gekrimmt, dafl die Ableitungen der beiden durchgezogenen Zweige links und
rechts verschieden sind. Dies ist keine zuldssige Wellenfunktion. Wenn das Po-
tential gentigend stark ist, kann bei weiterer VergréBerung von E schlieflich die
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Situation Abb.3.20d erreicht werden, wo 9 am Ursprung verschwindet und die
gestrichelte Kurve mit der rechts zusammen eine stetig differenzierbare Lésung
gibt. Dies ist der erste angeregte Zustand mit einem Knoten. Es ist klar, daf§
bei zu schwachem Potential ein derartiger Zustand nicht vorliegt. Bei starkem
Potential kann es auch noch weitere Zustinde geben, bei denen abwechselnd
feste und gestrichelte Losungszweige zusammenpassen.

Wir kénnen diese Uberlegungen wie folgt zusammenfassen:

i) Es gibt mindestens einen gebundenen Zustand ¢, dieser hat keine Null-
stelle.

ii)  Das Spektrum der Bindungszustande ist diskret.

iii) Die Bindungszustande sind nicht entartet.

iv)  Sofern das Potential mehrere Bindungszusténde besitzt, sind diese mit zu-
nehmender Energie abwechselnd symmetrisch und antisymmetrisch. Der
Zustand ¥, n = 0,1, ... hat n Knoten.

Anmerkung: Ohne Beweis geben wir noch an, daf§ fur Potentiale V{(z), die sich fiir grofle
Abstande wie lim ;z —, oo V(z) ~ — 1/2* verhalten, gilt: Fir s < 2 haben die Energieeigenwerte
einen Haufungspunkt fir E = 0. Fir s> 2 ist E = 0 nicht Haufungspunkt, der nichste
Bindungszustand befindet sich in einem endlichen Abstand von 0. Wenn fir kleine Abstinde
das Potential singular ist wie lim ;. oV(z) = —1/2", gilt: Fiir r < 2 ist das Energiespektrum
nach unten beschrankt. Fur » > 2 geht das Energiespektrum bis —oo.

Wir fahren nun mit der Diskussion des Potentials aus Abb.3.17 im Ener-
giebereich E >0 fort.

E >0. In den Regionen auflerhalb des Potentials (V(z) = 0) konnen wir die
Lésung links als

iy = %% 4 Reik2 (3.103a)
und rechts als

Y1 = Te*® (3.103b)

schreiben. Im Potentialbereich ist die Losung komplizierter, die effektive Wel-

lenzahl ist dort grofer als k. Da wir zwei Konstanten R und T zur Verfiigung

haben, ist es aber fiir jedes k£ moglich, zu erreichen, dafl die von 7 und ¥y sich

ergebenden Losungen bel ¢ = 0 stetig differenzierbar ineinander ibergehen.
Die Energie dieser Streuldsung ist E = (hk)?/2m. Wenn wir schlieBlich

beachten, dal mit (3.103) auch die gespiegelte eine weitere Losung ist, kénnen

wir zusammenfassen: Zu jedem E >0 gibt es zwei stationire Zustéinde. Wir

bemerken noch, daf die Zustandsdichte der Streuzusténde gegeniiber den freien

ebenen Wellen abgeandert ist in

dé(k)

dk
wo 6(k) die Phasenverschiebung ist.

n{k) =
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Im allgemeinen ist die Reflexionsamplitude R#0. Nur fiir spezielle Poten-
tiale ist R = 0 fur alle k. Diese reflexionslosen Potentiale haben einen en-
gen Zusammenhang mit den Solitonen der klassischen Mechanik (siche Ab-
schn. 19.2.1). Im Fall von Resonanzen kann sich fiir spezielle k-Werte R — 0 er-
geben. Ein Wellenpaket, das eine Uberlagerung von vielen k-Werten darstellt,
wird aber auch in diesem Bereich noch teilweise reflektiert.

3.7 Potentialtopf, Resonanzen

Wir kehren nun wieder zum Potentialtopf, beschrieben durch (3.77) und Abb.
3.12, zurtick. Die Bindungszustinde (—Vp < E < 0) haben wir bereits in Abschn.
3.4 behandelt. Wir fanden, dafl ein endlicher Potentialtopf eine endliche Zahl
von Bindungszustanden besitzt.

Es bleibt uns noch, die stationaren Zusténde fiir E > 0, die Streuzustinde,
herzuleiten und zu diskutieren. Wir finden diese sofort aus Abschn. 3.3, indem
wir in den stationdren Lésungen fir die Potentialschwelle Vy durch —Vj erset-
zen. Die Wellenzahl im Auflenraum bleibt

k=V2mE/h . (3.104)

Im Inneren des Potentials ist nun die Lésung ebenfalls oszillierend und es ist &
durch & = ig zu ersetzen, wobei

g=+/2m(E +Vy)/h (3.105)

die Wellenzahl im Innenraum ist. Dann setzt sich die Losung nach (3.60) aus
folgenden Elementen zusammen: Im Inneren haben wir

¥(z) = Ce 9% L Del?®  fir lz|<a . (3.106a)

Links des Potentialtopfes ist ¥(z) = tein(¢) + ¥r(z) die Summe aus einer
einlaufenden Welle

Yoin = Ae*® fiir z< —a (3.106b)
und einer reflektierten Welle

Py = AS(E)% (% - %) sin (2ga)e ™ fir z< —a . (3.106¢)
Rechts vom Potentialtopf haben wir die durchgehende Welle

g = AS(E)e*® fir z>a . (3.106d)

Wir setzen von vornherein G = 0, d.h. von rechts laufen keine Wellen ein. S(E)
ergibt sich wegen cosh (ig) = cos ¢ und sinh (ig) =i sin ¢ aus (3.69) zu
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e—2ika

S(E) = cos2ga — (1/2)((¢/k) + (k/q))sin 2qa (3.107)
Deshalb ist der Transmissionskoeffizient
1
S(BE)? = it
SO = @ m - W za
(i_!?.)z—(”E-I_VO_ vE )2— V02 also
£k q) " VE VE+Vy) E(E+V)
2 -1
9 sin® (2qa) ]
SO = |1+ s w7 (3108)
Man erkennt leicht, daf fiir den Reflezionskoeffizienten aus (3.106¢)
. B\
|S(E)% (% - E) sin 2qa|?> =1 — |S(E)|? (3.109)

gilt.

Wir wollen als nachstes die Eigenschaften des Transmissionskoeffizienten
eingehender untersuchen. Zunichst sieht man, da8 |S(E)|? auf das Intervall
[0,1] eingeschrankt ist. Die Transmission wird 1 und damit maximal fiir

2qa=n-mr . (3.110)
Das ist gleichbedeutend mit Energiewerten

h2 q2 9 h? 7'('2

Br = 2m ~Vo=n 8ma?

wobei n ganzzahlig und so grof} ist, dafl Eg >0 gilt. Fir Teilchen mit dieser

Einfallsenergie ist das Potential vollkommen durchldssig. Minima des Trans-

missionskoéffizienten finden sich ndherungsweise bei 2ga = (2n+1) - 7/2, denn
hier ist sin? (2¢ga) = 1. Sie liegen daher ungefihr auf der Kurve

-V , (3.111)

- 1 Tl 4BV +E/W)
4E/Vp)(1 + E/W) 1+4(E/Vo)(1+ E/Vp)

Erinnern wir uns an den unendlich tiefen Potentialtopf aus Abschn. 3.4. Ver-
gleich von (3.110) und (3.111) mit (3.94b) und (3.86) zeigt, dafl die Energien der
Maxima des Transmissionskoeffizienten mit den Energieeigenwerten des unend-
lich tiefen Potentialtopfes zusammenfallen. Fiir einen tiefen Topf, d.h. (> 1,
und E €V} sind die Maxima und Minima stark ausgeprigt. Die Maxima des
Transmissionskoeffizienten bezeichnet man als Resonanzen. Anschaulich kann
die Resonanzsituation mit unserer Kenntnis der Reflexion an einer Stufe folgen-
dermaflen verstanden werden: Die von links einfallende Welle t¢j, dringt unter
Anderung ihres Wellenvektors und ihrer Amplitude in das Potential ein und
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Abb. 3.21. Transmissionskoeffizient IZS(E‘)lZ fiir Potentialtopf fir (a) Potentialstérke { = 6
und (b) ¢ = 370. Volle Kurve |S(E)|” aus (3.108), punktiert Lorentz-Kurve (3.120)

wird bei z = +a reflektiert. Wegen 4aq = 27n sind einfallende und reflektierte
Welle in Phase, wahrend die bei —a reflektierte Welle einen Phasensprung =
(R<0) erfahrt. Also sind die bei —a reflektierte Welle und die bei a immer
wieder reflektierten Wellen aufler Phase und interferieren destruktiv.

In Abb.3.21 haben wir |S(E)|? als Funktion von E fiir zwei Werte der
Starke ( dargestellt. Man sieht aus der Abbildung und (3.108), daB fiir grofe ¢
die Resonanzen schmaéler oder ,schirfer“ werden. Die n-Werte der Resonanzen
nach (3.110) und (3.111) sind fiir ( = 6, n = 4,5, ... und fiir das starkere
Potential { = 370, n = 236,237, .... Wir merken schon an dieser Stelle an, daf§
fiir Potentiale der Art Abb.3.26 die Resonanzen noch ausgepragter sind. Diese
werden uns bei der Streuung in Kap. 18 wiederbegegnen.

3.7.1 Analytische Eigenschaften des Transmissionskoeffizienten

Wenden wir uns nun den Eigenschaften von S(E) in der komplexen E-Ebene
zu. Um die Pole von S(E) zu finden, miissen wir den Nenner Null setzen, was
zu der Bedingung cos 2ga = (i/2)(g/k + k/g) sin 2ga fihrt. Mit der Identitét
ctg (2ga) = (ctgga — tgga)/2 ergibt sich die Polbedingung

iq

ik
ctgga — tggqa = — +
g k

(3.112)

Diese Gleichung ist von der Gestalt f — f~1 = g — ¢~!, und ist genau dann
erfillt, wenn entweder

" .
tgga = _Z oder ctgga = i (3.113)
q q
ist.
Fir E >0, d.h. fiir reelle k¥ und ¢, gibt es keine Losungen von (3.113). Ist
E < — Vp, und sind somit k und g beide rein imaginér, gibt es ebenfalls keine

Losungen. Es bleibt die Region —Vjy < E <0, in der k imaginir und g reell ist.
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Mit E = |E|el¥, VE = |E|'/%e!/2, ergibt sich fiir E<0, d.h. ¢ =,

1/2
. .(emiB))
h
Deshalb nehmen die Gleichungen (3.113) die Form

_ (2m|E]'/
=

(2m| E|)/?

und ctgga = — he

tgqa
an, die wir bereits vom Potentialtopf (3.84) und (3.89) als Bedingungen fir die
Energiceigenwerte der geraden und ungeraden Bindungszustande kennen.

S(E) hat also Pole an den Stellen der Bindungszustidnde Ey, des Potential-
topfes, wird dort also unendlich. Auch fiir diese Eigenschaft von S(E) gibt es
eine anschauliche Deutung: Wegen der rein imagindren Wellenzahl k¥ muf fur
negative Energie die Amplitude A der einlaufenden Welle 0 werden, sonst ware
Yein divergent fiir z — — co. Weil aber S(Ep) = oo ist, hat man fiir die Ener-
gie Ey, dennoch eine ,reflektierte“ Welle fiir £ < — a und eine ,durchgehende*
Welle fiir ¢ > a, welche nun wegen des imaginiren k exponentiell abfallen. Im
Bereich des Potentials ist dann auch ohne einlaufende Welle g, eine end-

liche Wellenfunktion vorhanden, die den betreffenden Bindungszustand dar-
stellt (siehe Abb. 3.22).

AS(E)e'kx Abb. 3.22. Wellenfunktion eines Bindungszu-

Za /\ a standes: Fir E— E, derart, dal fir A—0,
t AS(E) endlich bleibt, erhalt man die Bindungs-
\/0\/ zustande an den Polstellen von S(E) langs der

negativen reellen Achse

AS(E)e-ikx

Betrachten wir nun S(FE) in der N&he der Resonanzen Eg:

: 1 1
S(E)- etk = C— 3.114
(%) cos2qa " 1= G/2)((a/F) + ()ie 24a @1
An den Resonanzen Eg ist 2ga = nw und deshalb
cos 2qalgy = (1) ; tg2qalgy =0
Die Taylor-Entwicklung des Nenners nach E — ER fihrt auf
1/q k& 2
2(k+;>tg2qa_F(E_ER)+ el (3.115)

wobei I' durch
2 [1(q  k\ d(2qa)
== [2<k + q) E | (3.116)
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bestimmt ist. Einsetzen von ¢ und k gibt

2 1v2ma 2Egp+Vp

—_——=— 3.117

r 2 n» VER-(Er+W) ( )
Fiir einen sehr tiefen Topf (Vp > ER) folgt schliefilich

2 1 V2mVpa 1 _a (3.118)

T~2 n V%ER owrh'®

wobei vg = +/2Eg/m die Einfallsgeschwindigkeit bei der Resonanzenergie ist.
Man erkennt, dafi I' sehr klein werden kann, falls |ER| < Vp ist. Wir haben
somit folgende Darstellung von S(E) in der Umgebung der Resonanzen gewon-
nen:

ir/2

2ika _ (_1\n
S(EY™ = (V' g g s

(3.119)
Die Durchgangsamplitude S(E) hat Pole bei den komplexen Energiewerten

T
E=FERp—i 5
Weil auf Grund unserer Festlegung von v/E die komplexe Ebene langs der posi-
tiven reellen Achse einen Verzweigungsschnitt besitzt, d.h. v/E beim Ubergang
von oberhalb der positiven reellen Achse nach unterhalb unstetig ist (\/_ =
|E|Y/? fir E = |E|, aber VE = ---[E|1/2 fir E = |E|-e?™), besitzt auch
S(E) als Funktion von vE diesen Verzweigungsschnitt 1ngs der positiven re-
ellen Achse. Die mit den Resonanzen zusammenhéngenden Pole gehéren zur
analytischen Fortsetzung von S(E) in das zweite Riemannsche Blatt.

Die analytischen Eigenschaften von S(E) sind in Abb.3.23 zusammen-
gefait. S(E) besitzt im 1. Riemannschen Blatt Pole bei den Bindungsenergien
des Potentialtopfes und im 2. Riemannschen Blatt Pole bei den Energiewerten
ER —iI'/2, die zu den Resonanzen auf der positiven reellen Achse fithren. Die

*JmE

Verzweigungsschnitt

E E ReE
eooo ol o - *R >
Yy Pole im 1.Riemann- * .
Blatt Eg-il/2
(Pole im 2.Riemann-
Blatt)

Abb. 3.23. Pole von S(E) in
der komplexen Energieebene
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préazise Bestimmung der Pole von S(E), etwa durch Fortfiilhrung der Taylor-
Entwicklung (3.115) zu hoherer Ordnung zeigt, da der Realteil der Pole ge-
genilber ER etwas nach links verschoben ist. In Resonanznahe ist mit (3.119)
der Transmissionskoeffizient

(r/2)?

2 _
IS(E)" = E_En 2+ (T27 (3.120)

Diese Funktion heiit Lorentz-Kurve oder Breit-Wigner-Funktion. Sie ist in
Abb. 3.24 dargestellt. Der Vergleich mit der exakten Form in Abb. 3.21 zeigt,
dafl die Streuamplitude im Bereich der Resonanz sehr genau durch (3.120) dar-
gestellt wird. Die Breite der Resonanz wird durch I' bestimmt. S(E) la8t sich
auch durch eine reelle Amplitude und Phase beschreiben:

S(E) = |S(E)| -exp {i6( E) — 2ika}. Dabei ist

m eZika
tgé(E) = %—Ege—m& = %(% + S) ‘tg(2qa) (3.121)

also in Resonanznahe tgé(E) = %(E — ER) und deshalb

8(F) = arctg [%(E — ER) (3.122)

6(E), dargestellt in Abb. 3.25, gibt die Phasenverschiebung der durchgehenden
gegeniiber der einlaufenden Welle an (y4(z = a) = |S(E)|- (B *Yein(z =
—a)). Amplitude und Phase zeigen also auch hier den in der Resonanznihe

typischen Verlauf, wie er aus Phanomenen der klassischen Mechanik und Elek-
trodynamik bekannt ist.

AisiE)?

F___/ER 7E
e sreen

2

Abb. 3.24. Gl. (3.120) Abb. 3.25. Phasenverschiebung (3.122)

Aufgrund unserer fritheren physikalischen Uberlegungen ist klar, daf auch
bei allgemeineren Potentialen Resonanzen auftreten, fiir die man dann in ana-
loger Weise (3.119) und (3.122) herleiten kann. Wir wollen nun untersuchen,
wie sich ein Teilchen, dessen Energie in der N&he einer Resonanz liegt, unter
dem EinfluB} eines solchen Potentials verhélt.
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3.7.2 Bewegung eines Wellenpaketes in der Nahe einer Resonanz

Das auf das Potential einfallende Wellenpaket sei als Superposition ebener Wel-
len durch

ban(a) = [ oo oo xoz = @O} E)=5/m (3129
0

gegeben; (die Integration erfolgt lediglich von 0 bis oo, da fiir z < — a nur
nach rechts laufende ebene Wellen (p > 0) iiberlagert werden sollen). Voraus-
gesetzt, g(p) hat ein Maximum an der Stelle pp mit E(pp) =~ ER, folgt fiir die
Geschwindigkeit und den Ort des Maximums von ein(z,t)

ve=po/m , =z(t)=vot . (3.124)

Das durchgehende Wellenpaket hat dann nach (3.106d) die Gestalt (p = hk)
o0
dp
balz,1) = { 2-g(p)

X exp{%(px — E(p)t — 2pa + 6(E)h)}IS(E)| , x>a . (3.125)

Den Schwerpunkt des Wellenpaketes erhalten wir nach Abschn. 2.10.1 aus der
Stationaritat der Phase:

d
z(t) = vot + 2a — 3]—96(E)h|p°

dE d
= vot + 2a — h%ﬁ‘s(E)lpo . (3126)

Setzen wir (dE/dp|p, = vo) und (3.122) ein, folgt
kh-2/T

z(t) = vot + 2a —
1+ [$(B0) - Bv)]

v (3.127)

Aus den Beitragen zu (3.126) kénnen wir die Verweilzeit des Teilchens im Po-
tentialtopf ablesen. Der erste Term entspricht der freien Bewegung ohne Po-
tential. Der zweite Term entspricht dem unendlich raschen Durchgangs durch
das Potential, wie es fiir ein klassisches Teilchen in einem sehr tiefen Potential
zutreffend wére. Der letzte Term schliefllich, dividiert durch vy, gibt die Auf-
enthaltsdauer im Topf. Genau bei der Resonanz E(pg) = E(pRr) ist sie 2h/I.
Fiir scharfe Resonanzen, wie sie etwa flir das Potential Abb. 3.26b auftreten,
ist die Verweilzeit sehr groB, die Resonanz einem gebundenen Zustand &hnlich.
Fir den vorhin betrachteten Potentialtopf, fiir den die Resonanzen gar nicht so
scharf sind, folgt aus (3.118) mit der ,,Geschwindigkeit im Inneren v; = 1/2/m
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Abb. 3.26. (a) Einfang eines a-Teilchens in Pb2%6. (b) Potentialtopf + Coulomb-Barriere

(ER+V0)1/2, daf das Teilchen etwa (v;2h/I")/4a = (1/4)y/1 + Vp/Eg-mal im
Potentialbereich hin und her oszilliert, bevor es diesen wegen seiner positiven
Energie schliefilich wieder verlaft.

Gleichung (3.126) beschreibt das Maximum des Wellenpakets, wenn die
Phase §(E) iiber die Ausdehnung des Pakets nicht zu stark variiert, also dann,
wenn die Ausdehnung des Pakets klein im Vergleich zur Resonanz ist. Im in-
teressanteren Fall, bei dem die Resonanz viel schirfer als das einfallende Wel-
lenpaket g(p) ist, gibt (3.126) nur die mittlere Position rechts des Potentials
an. Wegen der scharfen Resonanz wird das Paket sehr stark deformiert. Dar-
auf gehen wir am Ende dieses Abschnitts ein. Vorher wollen wir, basierend auf
den bisherigen Ergebnissen, einige physikalische Anwendungen diskutieren. Fiir
derartige quantenmechanische Resonanzphanomene gibt es eine grofie Anzahl
von Beispielen.

In der Kernphysik entsteht z.B. beim Beschufi von Pb2%-Kernen mit a-
Teilchen der Energie Eo = 5.4 MeV das Element Po?!0, das mit einer Lebens-
dauer von 138 Tagen, entsprechend einer Breite I" von 1018 eV, wieder durch
a-Emission zerfallt (Abb. 3.26).

Resonanzen spielen auch in der Elementarteilchenphysik eine wichtige Rolle.
Bei der Streuung von Pionen an Nukleonen 7+ N — N> 7+N entspricht
dem Maximum des Streuquerschnitts ein voriibergehender Bindungszustand
der Breite I' ~ 120 MeV bzw. der Lebensdauer 7 0.5 X 10723 sec (Abb. 3.27).
Die Resonanz kann mit einem Elementarteilchen endlicher Lebensdauer iden-
tifiziert werden. Das J/i-Teilchen wurde als sehr scharfe Resonanz mit Masse
3.1GeV bei den Elementarteilchenreaktionen p+p—et +e~ +X von Ting
und et + e~ — Hadronen von Richter erstmals im Jahr 1974 entdeckt (Abb.
3.28). Hier handelt es sich um Orthocharmonium ¢¢, dem gebundenen Zustand
von einem Quark und Antiquark mit der Quantenzahl ,charm®.

Wir kehren nun nochmals zu (3.125) zuriick und wollen nun die genaue
Form des durchgehenden Wellenpakets bestimmen. Dabei setzen wir voraus,

Y |

1236 MeV

=E Abb. 3.27. Resonanz im w-Meson-Nukleon-Streuquer-
schnitt (qualitativ)
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5000 Abb. 3.28. Der Streuquerschnitt fiir Hadronen-
Produktion in der Elektron-Positron-Streuung
2000 als Funktion der Schwerpunktsenergie FEcm
von e~ und et. Die Resonanz J/y¢ stellt
einen gebundenen Zustand von Quarks mit der
1000 o(e*e™ —sHadronen) Quantenzahl ,charm* dar
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dafl das Wellenpaket nur mit einer der auftretenden Resonanzen {iberlappt, dafl
die Breite dieser Resonanz I” aber sehr viel schmaler als die Ausdehnung des
Wellenpakets ist. Dann ist g(p) iiber dem Bereich der Ausdehnung der Resonanz
faktisch konstant und wir kénnen g(p) durch g(pg) ersetzen (Abb. 3.29), wobei

= /2mER. Weiter setzen wir fiir S(E) die Breit-Wigner-Formel (3.119)

ein:
Ya(z,t) ~ Lig(pr)
r/2

/g—eXP{ (pz — E(p)t - QPG)}W : (3-128)

Wegen der Resonanzstruktur des zweiten Faktors im Integranden fithren wir
im tbrigen Teil folgende Naherungen ein:

dp
- Ay e d
15 ——dFE = dE dE un

PR

dp =

dp m
— FEp) = —(E - E
= pr+ 55 dE |, (E R) PR+pR( R) >

IS{E) (Resonanz)

Ll
Elpy)=E E Abb. 3.29. Wellenpaket g(p) und scharfe Resonanz
1] R
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wobei vy = pr/m. Die Integration tiber die neue Variable E erstreckt sich da-
bei {iber ein Intervall um die Resonanzenergie, das ein Vielfaches von I" betragt.
Weil der Nenner im Integranden aber mit |E — ER| wachst und die Exponenti-
alfunktion in grofler Entfernung von Eg mit E stark oszilliert, dehnen wir aus
mathematischer Bequemlichkeit, ohne einen zu grofien Fehler zu machen, die
Integration von —oo bis 400 aus. So bekommen wir schliefflich:

balet) = wiglon) x| lom(e —20) - Bl
o exn{ (e~ 20)/on - (B - B}

X /dE E— Eg +10/2

—00

Dieses Integral kann nun mit Hilfe des Residuensatzes ausgewertet werden mit
dem Resultat

( 0 fir z>2a+ %t
m i
tg(pr)- mexp{ﬁ[PR(x - 2a) — ERt]}
r m
-exp{—-2—h [t - ;R—(z' - 2a)] }

fir a:<2a+£—lit
m

Ya(z,t) = S (3.129)

DaB ¢4 nach (3.129) an der Stelle ¢ = 2a + (pp/m) -t abrupt auf 0 abfallt,
rithrt von der Ausdehnung der Integration auf —oo bis +o00 her. Der Realteil der
Wellenfunktion ist in Abb. 3.30 dargestellt, sie ist gegeniiber dem einfallenden
Paket in charakteristischer Weise deformiert. Wir erinnern daran, da8 14(z,t)
— die durchgehende Wellenfunktion — auf z > a beschrankt ist. Nach (3.124)
trifft das Maximum des einfallenden Wellenpakets zur Zeit t_4 = —a/vg auf
der linken Seite des Potentialbereichs ein. Der nichtoszillatorische Teil von 14

ist
r -r z—a
ol glom) —exe{ - (1= -0 - 222}

X Ot ~t_g)vp — (z —a)) . (3.130)
4
B Re(yyix, 1) !
7 '
- ' 2a+(pg/m)-t
AWANIR
A
2a N x
-/ '
= \ Abb. 3.30. Wellenpaket an einer Resonanz
~ nach Durchgang durch das Potential; (---):
\\j exponentielle Einhtillende
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Die gesamte Aufenthaltswahrscheinlichkeit rechts des Potentialtopfes ist durch
oo
Pa(t) = [ dalpa(z,t)?
a

~lom)P g (1 e -0 }) (3.131)

gegeben. Die Hohe der Wellenfront ist g(pr)I'/2hvg. Sie pflanzt sich zwar mit
der Geschindigkeit vy fort, aber dennoch ist der Zuwachs der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit rechts nur proportional zu (1—exp {—I'(t—t—;)/k}), d.h. die Zer-
fallsrate des resonant gebundenen Teilchens ist I'/k. Eine Resonanz ist also ein
sFast-Bindungszustand“ des Potentials mit einer endlichen Lebensdauer h/ T
seine Energieunscharfe ist AE ~ I'/2. Der Zusammenhang zwischen Energie-
und Zeitunschérfe eines Zustandes wird uns im folgenden Kapitel noch in einem
allgemeineren Kontext begegnen.
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4. Unscharferelation

4.1 Heisenbergsche Unschiarferelation

4.1.1 Schwarzsche Ungleichung

Satz 1. Fir das Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen gilt die Schwarzsche
Ungleichung

0, )I> < (0, 0) (%, %) (4.1)

Beweis:

i) Fir ¢ = 0 ist die Ungleichung offensichtlich erfillt.

ii)  Fir ¢#0 zerlegen wir 9 in einen Anteil parallel zu ¢ und einen Anteil
senkrecht zu ¢: ¥ = z¢ + x mit (p, x) = 0. Dann folgt (¢,¥) = z(p, ¢)
und somit fiir den Proportionalitatsfaktor z = (¢, ¥)/(¢, ). Weiter ist

(¥, %) = (20 + x, 20+ X) = 272(9, ) + (X, X) 2 2" 2(0, )
Einsetzen von z ergibt

eH?
)2 00 qed

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir x = 0, d.h. fiir ¢ = 2.

4.1.2 Allgemeine Unscharferelationen

Gegeben seien zwei hermitesche Operatoren Hy und Hs und ein beliebiger
Zustand . Wir definieren die Operatoren H;, indem wir von H; den Mittelwert
im Zustand 3 abziehen

H;=H;— (H;) = H; — (¢, Hyp) (4.2)
und setzen H1¢ und Hyt in die Schwarzsche Ungleichung (4.1) ein:

(Hyo, Hyp)(Hop, Hap) > |(Hyp, Hap)|?
Unter Verwendung der Hermitezitat erhalten wir

(¢, B{) (v, H3) > |(¢, B Haw)|® . (4.3)
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Mittels des Antikommutators
{A,B} = AB+ BA (4.4)

zerlegen wir das Produkt fllffz in einen hermiteschen und einen antiher-
miteschen Anteil

ﬁlﬁz = %{f?l,ﬁz} -+ %[ﬁl,ffz] , wobei
{Hy, By} = (B, B3}

hermitesch und
[, Hy)' = —[H1, )

antihermitesch ist. Der Mittelwert eines hermiteschen Operators ist reell, der
eines antihermiteschen Operators rein imaginar. Die Zerlegung eines Operators
in einen hermiteschen und einen antihermiteschen bedeutet flir den Mittelwert
eine Zerlegung in Real- und Imaginérteil:

|, B Ho9)|? = 3w, {H1, H2}9)? + §I(w, [, HoJw) (4.5)
Da die Mittelwerte (H;) gewohnliche Zahlen sind, gilt
[y, H,) = [Hy,Hy)

und somit folgt aus (4.5)

[, H1Hop)|2 > 2|(w, [Hy, Hol¥)|® . (4.6)
Verwenden wir noch die Definition des Schwankungsquadrates
(A4) = (¥, (A= (4))*p) (47)

so erhalten wir aus (4.3) und (4.6)
AH1AHs > 3|([Hy, Ho])| . (4.8)

Diese Ungleichung stellt die allgemeine Formulierung der Heisenbergschen Un-
schéirferelation fir nicht-kommutierende Operatoren dar. Ein wichtiger Spezial-
fall von (4.8) ist die Orts-Impuls-Unschéarferelation

Hy=z;, Hy=p;j

h
A:L'iApj 2 56,] . (49)

86



Anmerkung: Unter welcher Bedingung erreicht das Produkt der Schwankungsquadrate das
Minimum?
In der Schwarzschen Ungleichung gilt das Gleichheitszeichen, wenn

Hop =z . (4.10)

Das Gleichheitszeichen in der Abschatzung fur <fil Hz) in (4.6) gilt, wenn der Mittelwert
des Antikommutators verschwindet:

(d)a H1ﬂ2¢) + (1/’, HZIA{l”'/)) =0
Durch Einsetzen von (4.10) folgt hieraus
0= (¢, lizl) + (zHiy, Hiy) = (2 + 2*)(Hiyp, Fuy)

daB z imaginar sein mufl. Eingesetzt in (4.10) ergibt sich als Bedingung dafiir, da8 der Zustand
1 das Unscharfeprodukt AH; « A H3 minimalisiert:

Hy =M1y , A reel . (4.11)

Fir die Operatoren Hy = « und H3 = p ergibt sich daraus die Differentialgleichung

<? 5% - (p)) P =iMz - (2))y . (4.12)

Die Losung dieser Gleichung ist ein GauBsches Wellenpaket. Zum Ausgangszeitpunkt hat
dieses ein minimales Unscharfeprodukt. Je nach Potential wird es mehr oder weniger rasch
zerflieBen, sich dabei deformieren und Az Ap nicht mehr minimal sein. Einzig fiir den har-
monischen Oszillator stimmen diese minimalen Wellenpakete mit den kohirenten Zustinden
liberein, die auch im Laufe der Zeitentwicklung immer minimale Wellenpakete bleiben.

4.2 Energie-Zeit-Unscharfe

Die bisher betrachteten Unscharferelationen betreffen Schwankungen von Ob-
servablen zu einer bestimmten Zeit und ergeben sich aus deren Kommutatoren.
Dartiber hinaus gibt es auch Unschéarferelationen betreffend Energie und Zeit,
deren Herleitung nicht in dieser einfachen, formalen Weise erfolgt. Hier bedeu-
tet At meist eine Zeitdauer und AE die Differenz der Energien zu Zeiten, die
um At auseinanderliegen. Jedenfalls hat man genau zu spezifizieren, in welchem
Sinne diese Groflen definiert sind. Da ¢ in der Quantentheorie nur ein Parameter
ist, und die Energie zu einer festen Zeit beliebig scharf gemessen werden kann,
ist klar, daf} Energie-Zeit-Unscharferelationen nur in diesem abgeanderten Sinn
gelten kénnen. Einige Varianten der Energie-Zeit-Unschéarferelation wollen wir
hier darstellen.

4.2.1 Durchgangsdauer und Energieunscharfe

Die Energieunscharfe eines frelen Wellenpakets ist AE = pg Ap/m. Wir definieren
die Zeitunschérfe At als die Zeit, wahrend der das Teilchen an der Stelle z ge-
funden werden kann, d.h. als die Zeit, die ein Wellenpaket mit der linearen
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Ausdehnung Az fir den Durchgang durch den Ort = benétigt:

At = ﬂ _ mAz
Vo Do

Somit ergibt sich fiir das Produkt

AEAt = AzApzh . (4.13)

Die physikalische Bedeutung der Energie-Zeit-Unschérfe ist eine andere als
z.B. die der Orts-Impuls-Unscharfe. Ort und Impuls sind Observable, denen
hermitesche Operatoren zugeordnet sind, und die zu einer bestimmten Zeit ¢
gemessen werden. Die Zeit dagegen spielt die Rolle eines Parameters. Die Un-
scharfe AE der dynamischen Variable E ist in der Ungleichung (4.13) mit einem
fiir die Veranderung des Systems charakteristischen Zeitintervall At verkniipft.

Die Energie-Zeit-Unscharferelation (4.13) kann man auch durch die Ana-
lyse eines Wellenpakets an einem festen Ort finden:

$at) = [ sotpyesp { 3oa - B1)|
- /mcﬁ(E)exp{ -~ %(Et - \/Qm—Ez)}

¥(t) ist die Fourier-Transformierte von ¢(E) = ¢(vV2mE)/m/2E und umge-
kehrt, d.h. die Energieunschirfe AE und die Aufenthaltsdauer At am Ort z
sind durch (4.13) verknipft.

4.2.2 Dauer einer Energiemessung und Energieunschirfe

Eine Energiemessung mit der Genauigkeit AE benotigt mindestens die Zeit
= h/AE.

Begrindung;:

Die Mefzeit, um ein Wellenpaket zu erfassen und dessen Energieinhalt zu be-
stimmen, ist

Az 3 h
= > —_—
Atz Ap-vg = AE

Eine idealisierte Impuls- bzw. Energiemessung zeigt Abb.4.1. Der MeBapparat
hat vor der Messung den Impuls Null; der Impulsiibertrag an den Apparat bei
der Messung ist 2p. Der Apparat legt wahrend der Zeit T die Strecke 2pT /M
zuriick. Um diesen ,Zeigerausschlag® messen zu kénnen, mu8 er grofier sein als
die Ortsunschérfe:

2p _ k(p/M)
—T> Az
M Ap AFEmess
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Abb. 4.1. Impulsiibertrag auf einen Zeiger

Zeiger
e -p
P 2p

Da die Energieunscharfe des Melapparats AEyegs proportional zur Energieun-
scharfe AE des Teilchens ist, gilt:

AE-T = AEAt 3k

4.2.3 Lebensdauer und Energieunscharfe

Auch zwischen der mittleren Lebensdauer 7 eines angeregten Zustands (z.B.
angeregtes Atom, radioaktiver Kern, instabiles Elementarteilchen) und der
Energiebreite des beim I"Jbergang emittierten Teilchens AFE besteht ein Zusam-
menhang

a1 (4.14)

T

Wir konnen dies schon intuitiv aus dem vorhergehenden erschliefen, wenn wir
das emittierte Teilchen als Meflapparat ansehen, der wahrend der Zeit 7 mit
dem instabilen Objekt in Wechselwirkung steht und deshalb die Energiedif-
ferenz der ,nackten“ (nicht wechselwirkenden) Niveaus nur mit der Genauig-
keit /7 iibernimmt. Quantitativ folgt diese Relation aus der zeitabhéngigen
Storungstheorie. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang nach der Zeit ¢ vom
Energieniveau E in E' unter Emission eines Quants der Energie ¢ (vgl. Abb. 4.2)
ist proportional zu (siehe Abschn. 16.3)

. t
sin? (E-(E' + E))% /(E—(E'+ 6))2 ;
nach der Zeit ¢ ist die typische Energiedifferenz
h
|E - El - 6| ~ ?

Nehmen wir fiir die Zeit die charakteristische mittlere Lebensdauer, so finden
wir wieder (4.14).

E
Abb. 4.2. Ubergang eines angeregten Zustandes E
, in den Zustand E’ und Emission eines Quants mit

——————F € Energie €
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4.3 Gemeinsame Eigenfunktionen von kommutierenden
Operatoren

Gegeben seien zwei hermitesche Operatoren A und B. Die 9,(z) seien Eigen-
funktionen zu A mit Eigenwerten an. Der Zustand des physikalischen Systems
sei durch die Wellenfunktion #(z) beschrieben, welche sich durch Eigenfunk-
tionen von A darstellen 1afit:

P(z) =Y cenhn(@)

Geméf Abschn. 2.9 betragt dann die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der
Observablen A den Eigenwert an, zu messen, gerade |cn|?. Fir ¢, = bnny mift
man mit Sicherheit ap,.

Unter welcher Bedingung sind die ¥y (z) auch Eigenfunktionen zu B, und
unter welcher Bedingung haben die Melwerte zu A und B beide einen wohlde-
finierten Wert?

Satz 2. Ist [4, B] = 0 dann haben A und B gemeinsame Eigenfunktionen.

Bewesis:

(i) ¥ sei eine nicht-entartete Eigenfunktion von A:

Ay =ayp . (4.15)
Da A und B kommutieren, gilt

ABY = BAY und mit(4.15) A(Bv) = a(By)

Da ¢ die einzige Eigenfunktion von A mit Eigenwert a ist, mufl B1 proportional
zu ¥ sein. Nennen wir den Proportionalitatsfaktor b, ergibt sich

Bp=bp , (4.16)

gerade die Eigenwertgleichung des Operators B.
(11) Der Eigenwert a sei m-fach entartet:

AYj=ayp; , j=1,....,m , wobel (¥;,¥r)=06; - (4.17)
Dann folgt aus dem Verschwinden des Kommutators

ABv; = BAy;
und der Eigenwertgleichung (4.17)

A(BY;) = a(Bt;)
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Also ist Bi; ebenfalls eine Eigenfunktion von A zum Eigenwert a und deshalb
eine Linearkombination der Funktionen #;; d.h.

Byj =3 Cjxpp mit Koeffizienten Cji, = (yi,By;)=Cj; . (4.18)
k

Die Matrix (Cj;) ist hermitesch und kann durch eine unitire Transformation
U auf Diagonalform gebracht werden:

vtev=cp mit Utv=vvt=1 . (4.19)
Daraus folgt CU = UCp beziehungsweise in Komponenten

EcijUjk =U;;Cpy, und ZU;;.C,']C = CD,.U,:,. . (4.20a,b)

j i

Das bedeutet, dafl der k-te Spaltenvektor der Matrix U, namlich
Uik
Umk

Eigenvektor der Matrix C mit Eigenwert Cpy, ist.
Multipliziert man (4.18) mit U7, so folgt zusammen mit (4.20b)

2 BUS ;=3 UL Cikte = 3 CorUiy ok - (4.21)
J Jk k

Die Linearkombinationen

Yr = Z Ultrwk (4.22)
k

der entarteten Eigenfunktionen v, stellen deshalb sowohl Eigenfunktionen von
A als auch von B dar. Die Eigenwerte von B sind durch die Diagonalelemente
Cp, der Diagonalmatrix Cp gegeben.

Anmerkung: Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren zur Orthogonalisierung entarteter
Eigenfunktionen 1, 42, .... Anstatt die in (2.69) definierte Matrix C zu diagonalisieren und
damit die unitare Matrix U von (2.70) zu bestimmen, kann man ein System von entarteten
Eigenfunktionen auch schrittweise orthogonalisieren. Ausgehend von 1,12, ... werden die

Funktionen 1,3, ... definiert, indem ¢; aus t; durch Herausprojektion aller zu ¢y, bis
@pj—1 proportionalen Anteile entsteht.

Crpr =t C) = (¢1’¢1)—1/2

Capz = P2 — p1(%p1,¥2) Cy = (($2,92) — |(2,¢1)]*)~1/2
Cspz = 3 — w1(p1, ¥3) —@2(p2,¥3)
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Satz 3. Gegeben sei ein vollstandiges System von Eigenfunktionen o (z),
n=1,2... zu Operatoren A und B mit Eigenwerten an bzw. b,. Dann kom-
mutieren 4 und B.

Beweus:
Da [A, BlYyn = (AB — BAYYn = (anbn — bnan)¥n = 0, folgt fiir ein beliebiges
P = En Crﬂ/)n

[A,B]JY =0 und somit [A,B]=0

Aus Satz 2 und 3 folgt, dal kommutierende Observable gleichzeitig scharfe
Meflwerte haben konnen, z.B. z1, 29, z3 oder py, pe, p3 oder z1, p9, p3, aber
nicht z1, p1.

Definition 1. Ein vollstandiges System von Eigenfunktionen des Operators A
heifit Basis von A.

Definition 2. (Vollstindiger Satz von Observablen). Die Menge der hermi-
teschen Operatoren A, B, ..., M heifit vollsténdiger Satz von Observablen,
wenn diese Operatoren alle untereinander kommutieren und das gemeinsame
System von Eigenfunktionen nicht mehr entartet ist. Diese Eigenfunktionen
koénnen dann durch die zugehoérigen Eigenwerte a, b, ..., m charakterisiert wer-

den: 2j"a,b, . me

Anmerkung: Falls bei einer gegebenen Menge von Operatoren die Eigenzustande noch
entartet sind, gibt es noch eine Symmetrie dieser Operatoren und die Erzeugende (Generator)

dieser Symmetrieoperation kommutiert ebenfalls mit dieser Menge von Operatoren.

Beispiele flr vollstandige Satze von Observablen sind

- fir eindimensionale Potentiale: z oder p,

- fiir dreidimensionale Potentiale: z,y, z oder pz, py, Pz,

- fir dreidimensionale sphéarisch-symmetrische Potentiale: z,y,z oder
Pmpyapz oder Ha L21 Lza

—  fir eindimensionale spiegelsymmetrische Potentiale (V(z) = V(—=z)):
z oder p oder H,P.

Aus den vorhergehenden Satzen folgt:

Satz 4. Ist O eine Funktion der Operatoren A, B. .. eines vollstandigen Satzes,
so hat O die Basis des vollstandigen Satzes ebenfalls als Basis.

Satz 5. Ein Operator O, der mit einem vollstindigen Satz von Operatoren
kommutiert, ist Funktion dieser Operatoren.
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Da O mit dem vollstandigen Satz von Operatoren kommutiert, hat er
ebenfalls deren Basis:

Od)a,b... = O(Ga b’ v )¢'a,b,
Daraus folgt, dafl O = o(A4, B, ...) eine Funktion der Operatoren A, B... ist.

Wir kehren nochmals zur Tatsache zurtick, dal kommutierende Operatoren
gemeinsame Eigenfunktionen haben. In einem solchen Eigenzustand haben sie
gleichzeitig scharfe, eindeutige Mefiwerte, namlich die zugehorigen Eigenwerte.
Man sagt auch: ,A und B sind gleichzeitig (simultan) mefibar.“ Bei einer
Messung wird das System beeinfluflt, und der Zustand wird im allgemeinen
verandert. Wenn wir eine Observable A mit Eigenfunktionen ¢, und Eigen-
werten a, betrachten, und der Zustand ¢ = > cp9y, ist, dann miffit man mit
der Wahrscheinlichkeit |cn|? den Wert a,,. Nach dieser Messung mu8 sich der
Zustand in vy verindert haben, denn nur dann gibt jede weitere Messung
wieder an. Man nennt dies die ,Reduktion des Wellenpakets“.

Wenn A und B nicht kommutieren, und das System in einem Eigenzustand
1 von A ist, so ergibt eine Messung von A den Wert ay,. Eine anschlieflende
Messung von B wird den Zustand des Systems &dndern, denn nach einer ide-
alen Messung, deren Genauigkeit die eindeutige Bestimmung eines Eigenwertes
von B zuladfit, wird das System in den entsprechenden Eigenzustand von B
tubergehen. Fiir die Resultate einer weiteren Messung von A sind dann nur mehr
Wahrscheinlichkeitsaussagen moglich, bestimmt durch die Entwicklung des er-
haltenen Eigenzustandes von B nach den Eigenfunktionen von A. Dies erklart
den obigen Ausdruck ,gleichzeitig mefbar® flir kommutierende Operatoren.
Wir werden diesen Sachverhalt bei der Diskussion des Stern-Gerlach-Versuches
als Beispiel einer Messung genauer analysieren (Kap. 20).
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5. Der Drehimpuls

Im Hinblick auf zentralsymmetrische Potentiale wollen wir nun Eigenschaften
des Drehimpulses untersuchen, der auch in der klassischen Mechanik bei der-
artigen Problemen entscheidend war.

5.1 Vertauschungsrelationen, Drehungen

Der Bahndrehimpulsoperator ist definiert in Vektor- und Komponentenform
durch

h -
L=z Xxp= ch XV bzw. L;=c¢€ixTjpr - (5.1)

Fiir den zweiten Ausdruck gilt die Einsteinsche Summenkonvention: Uber dop-
pelt auftretende Indizes wird summiert. ¢;;1 ist der vollstindig antisymmetri-
sche Tensor dritter Stufe
1 fiir gerade Permutationen von (123)
€ijk = §{ —1 fiir ungerade Permutationen von (123)

0 sonst

Es gelten folgende Vertauschungsrelationen:

[Li, Lj] = ihe;jp Ly (5.2a)
[Li, z5] = ihegjpzy (5.2b)
[Li, pj] = ihesjepr - (5.2¢)

Dies kann man durch direktes Nachrechnen zeigen. Die Ahnlichkeit der Kom-
mutatoren (5.2a—c) 1a8t einen allgemeinen Grund fiir diese Struktur vermuten,
den wir nun auffinden wollen. Dazu zeigen wir zunéichst:

Satz. Der Drehimpuls L ist die Erzeugende von Drehungen.
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Damit ist gemeint, daf} der unitire Operator

Us, = exp{%é(p-L} ~ 1+ %&;-L : (5.3)

(fiir kleine 6¢) infinitesimale Rotationen erzeugt.

Beweis:

(1) Die Unitaritat des Operators Ug, sieht man sofort, da wegen der Hermiti-
zitat von L

qup:exp{ ——;l-&p-l}} =U5_‘p1 (5.4)

gilt und deshalb die Relation UJ Us, = Us, Ul = 1 erfiillt ist.
(ii) DaB der Operator Us, eine Drehung bewirkt (Abb.5.1), sieht man

durch Anwendung auf einen beliebigen Zustand ¢ (a):
. - .
Uspb() = (14 300+ (2 x $9) ) (e) = (14 G x 2)- Do)
=y(z+bp X z)

in erster Ordnung in §¢ (Taylor-Entwicklung). Die Transformation von ()
lautet also

Uspth() = (') mit (5.5)
=z +6p X bzw. z;==z;+ EijkdpjTE (5.6)

Dies stellt tatsachlich eine Drehung dar, womit die Behauptung bewiesen ist.
Wir wollen dies noch geometrisch veranschaulichen. Fiir einen beliebigen Vektor
v ist der gedrehte Vektor v/ = v + 6 X v. Man kann die Drehung aktiv
sehen: Der Vektor v wird durch Drehung um é¢ in den Vektor v’ iiberfiihrt

Lange: v sind-5¢ =53 x Vi

V'=V+5PxV

Abb. 5.1. Drehung um ¢
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{a)

Abb.5.2. v} = vy — §puvg, v} = vy + Spvy () Aktive Drehung; (b) Passive Drehung

(Abb. 5.2a), oder passiv: Das Koordinationssystem S’ entsteht aus der Drehung
von S um —é¢p (Abb. 5.2b).

Wir verstehen die Drehung als passive Transformation. Die Wellenfunk-
tion () wird dabei in die Wellenfunktion (x') transformiert, die beziiglich
des Koordinatensystems S’ genauso liegt wie ¥(z) beziiglich S, wie durch die
Schichtlinien in Abb. 5.2b illustriert ist.

Wie sehen nun die Operatoren im gedrehten System aus? Wir gehen aus

von A(z) = ¢(=). Durch ,Einschieben“ von Uty =1 und Multiplikation der
Gleichung mit U = Ugs,, von links erhalten wir:

UAUT(U(=)) = Up(z) UAUTH(') = o(a')
Somit ist
A =vavt (5.7)

der Operator im gedrehten Koordinatensystem, da er auf den transformierten
Zustand (z') dieselbe Wirkung wie A auf ¥(x) hat. Durch Entwickeln von
(5.7) bis zur ersten Ordnung in §¢p folgt sofort

A=A+ %w,[L,, 4] . (5.8)

Einige Spezialfille sind von allgemeinem Interesse:

i) A sei ein skalarer (drehinvarianter) Operator. Dann ist A’ = A und es
folgt aus (5.8)

[L;,A] =0 fir i=1,2,3 . (5.9)

Beispiele: drehinvarianter Hamilton-Operator H = p?/2m + V(r), L2,
pz, etc.

ii) v sei ein Vektoroperator. Als Vektor transformiert sich v bei Rotationen
gemaB v' = v + ¢ X v. Komponentenweises Gleichsetzen mit (5.8)
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i .
vj + €jtkbprvr = vj + 36¢i[Li,v5]  zeigt
[L;,v;] = ihejpor - (5.10)
Beispiele: L, x, p.

Damit ist (5.2) allgemein bewiesen.

5.2 Eigenwerte von Drehimpulsoperatoren

Die in diesem Abschnitt herzuleitenden Eigenschaften beruhen nur auf den
algebraischen Eigenschaften des Drehimpulses (den Vertauschungsrelationen
(5.2a)) und gelten deshalb nicht nur fiir den Bahndrehimpuls, sondern fiir jeden
Drehimpuls (Spin, Gesamtdrehimpuls). Weil verschiedene Drehimpulskompo-
nenten nicht kommutieren, kénnen sie nicht gleichzeitig diagonalisiert werden;
es gibt also kein gemeinsames Basissystem zu allen drei Komponenten zugleich.
Da jedoch L? skalar ist, gilt nach (5.9)

[L%,L]=0 fir i=1,2,3 , (5.11)

und deshalb kénnen wir L? und eine Komponente von L diagonalisieren. Wir
wollen nun die Eigenwerte der gemeinsamen Eigenfunktionen von L2 und L,
bestimmen.

Zunachst definieren wir zwei neue Operatoren

Ly = Ly +iL, (5.12)

mit folgenden Eigenschaften:

(Lx)l = Ly (5.13a)
[Ls;,L+] =ihLy+hLy = + KLy (5.13b)
[Ly,L-] = —2i[Ls, Ly] = 2kL, (5.13c)
[L2,L+] =0 wegen (5.11) (5.13d)

Lyl =L2+L}~i[Ls,Ly]=L2+ L2+ KL, und deshalb

L?=L2+L5+L3=L4L ~hL, +L2=L Ly +hL,+ LI . (5.13¢)
Es sei nun ¢, eine Eigenfunktion von L,:

Lo, = L4,
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Mit (5.13b) finden wir
L.Laty, = LeLopy, £hLaty, , also Li(Lathy,) = (I £ h) Ly,

Das bedeutet, wenn ¢, Eigenfunktion zu L, mit Eigenwert [, ist, dann ist
L4, Eigenfunktion zu L, mit Eigenwert I, % oder kurz L+ erhdht (ernied-
rigt) den Eigenwert [, um &.

Von nun an bezeichnen wir die Eigenfunktionen von L2 und L, mit %y,
wobei

L%y = KA+ Dy, 120
Lz"/’lm = hm"mm

Offensichtlich konnen wir jeden der Eigenwerte des positiv semidefiniten Ope-
rators L2 und des Operators L, in dieser Form darstellen. Wir wissen bereits:
L+ erhoht (erniedrigt) m um 1. Aus (5.13d) folgt ferner:

LY (Latpm) = Le L%y = 211+ 1)( L)

Lty ist also Eigenfunktion zu L2 zum gleichen Eigenwert wie by, .
Weitere Informationen lassen sich unter Verwendung von (5.13a), (5.13e)
und (5.14) aus der Norm gewinnen:

(LatPtm, Letim) = Wtms LxLatim) = (Yim» (L2 = L2 F AL, )him)
=r2 (1 +1)—m?Fm)

(5.14)

wobei wir voraussetzen, daf8 v;,,, normiert ist. Daraus folgt

Lty =h I+ 1) —m(mE+ D e (5.15)

mit Fixierung des Phasenfaktors auf eins. Da die Norm nicht negativ ist, gilt:

(LtPtm, Lttpim) = B2(I(1 + 1) = m(m £1)) >0

Deshalb folgen als einschrankende Bedingungen
fir m>0: I({+1)>m(m+1) ,

fir m<0: I(I+1)>2m(m—-1)=(-m)+(-m+1) =|m|-(|Jm| +1)

’

also I(I + 1) > |m|(|m| + 1) und damit |m| <.

Nun sei ! ein fester Wert und M das maximale zugehdrige m. Damit
L 4 +1p7 nicht Eigenfunktion mit dem grofieren Eigenwert M +1 ist, mufl Ly
= 0 sein. Aus der Normierungsgleichung von oben folgt sofort I(I + 1) =
M(M + 1) und deshalb: M = [. Analog verfahrt man fiir 4 als minimalem
m. Damit L_1, nicht Eigenfunktion mit kleinerem Eigenwert yu — 1 ist, muf
L_+y, = 0 sein und folglich 4 = —I. Nun kann man rekursiv alle Werte von m
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gewinnen:

L_ypy~vri-1 (L—)21/)11~1/)1,1_2 , ... etc.

mit Eigenwerten m = [, — 1 etc. Damit dies schliellich auf —/ fithrt, mufl
I — k = —1 gelten, wobei k eine natiirliche Zahl ist. Somit folgt: | = k/2. Allein
aus der algebraischen Struktur der Vertauschungsrelationen fiir den Drehimpuls
haben wir insgesamt folgendes Resultat fiir das Eigenwertspektrum erhalten:

1=0,1,2,3,... oder I=4%,33, ... (5.16)
mit den zugehorigen Werten fir m:
m=10L1-1,... =1+1,-1

Die Drehimpulseigenwerte ! sind entweder ganzzahlig oder halbzahlig, und die
Eigenwerte m liegen in ganzzahligen Schritten zwischen [ und —I.

5.3 Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten

Wir verlassen nunmehr diese allgemeinen Uberlegungen, und bestimmen spe-
ziell die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses. Wegen des
engen Zusammenhangs mit Rotationen ist es vorteilhaft, zu spharischen Polar-
koordinaten (Abb. 5.3) iiberzugehen.

Mit @ = re, und

- 0 10 1 0

V=er5:+€,9;a—19+8¢———rsinﬂ-a; (5.17)
ergibt sich nach einfacher Rechnung:
h . 0 9 :
L, = T (— sin (o5 — cos cpctg19%) (5.18a)

(.13
-

Abb. 5.3. Polarkoordinaten
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R 0 . 0
L, = T (cos P55 ~sin cpctgﬂ%) (5.18b)
h 0
_ho 1
L, . (5.18¢)
; 0 0
= heTi® — +ictgd—
Li=nhe (:i:al9 +ictg 350) (5.18d)
1 9 d 1 92
2 2 :
=— — Ve —— = . .
L R [sinﬁ 89 (sm 619) + sin2 9 8cp2} (5.18¢)
Dann lauten die Eigenwertgleichungen (5.14) folgendermaflen:
1 02 1 (. 0
[sinz 3 6802 + Sin'ﬂ% (sm ﬂ@)] Vim = -—l(l + 1)1,[)1m (5193.)
9 o = imy 5.19b
Ay Im = 1Yy . ( . )
Fir 1q,, verwenden wir den Separationsansatz
bim (9, ¢) = 8(p) - O(V)
Aus (5.19b) folgt sofort
B(p) = ™P (5.20a)

Die Stetigkeit der Wellenfunktion verlangt: $(p + 27) = &(»); deshalb mufl m
ganzzahlig sein und folglich auch [, also:
1=0,1,2,3,... ; m=—l—l+1,...,0,...,0—1,1 . (5.21)

Durch Einsetzen von )y, = exp {imp}O(9) in (5.19a) gewinnen wir die Diffe-
rentialgleichung

1 0 ) 15} m?
[sinﬂ a9 (s’“ '95,?) — g Hi+ D] 6W) =0, (5.20b)

deren Losungen bekannte Funktionen der mathematischen Physik sind, so dafl
sich schliefllich als Eigenfunktionen fiir die gemeinsam diagonalisierbaren Ope-
ratoren L2 und L, des Bahndrehimpulses in polarer Darstellung die Kugel-
funktionen ergeben, deren Definition und wichtigste Eigenschaften wir hier zu-
sammenstellen:

Bim(9,0) = Yim(9,0) = (~1)mHmD/2P  (cos 9)eime

2141 (1= [m])t] 2
4r (l+|m|)!]

(5.22)
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Dabel treten die assoziierten Legendre- Funktionen auf:

l dH—m =21
Pin€) = (1 = €2 2P = S s 0- S0 (59)

mit m >0, £ = cos J und den Legendre-Polynomen

(-1) 1)1 d' sin?y

Pi(6) = A deos' 9

,(62 -1l= (5.24)

211'
Die Pj(€) sind Polynome I-ten Grades in ¢ und Py, (§) daher Polynome (I —m)-
ten Grades in ¢, multipliziert mit (sin 9)™. Sie besitzen { — m Nullstellen im
Intervall -1 <€ <1.

Die Legendre-Polynome erfiillen folgende Rekursionsrelationen:

(1+1)Pyq = (21 +1)EP — 1P (5.252)
(- =UP1—R) . (5.25b)

Die niedrigsten Legendre-Polynome sind:
Po=1 , Pi=¢ , Pp=33-1) , Ps=%(5-3¢ ...

Die assoziierten Legendre-Funktionen gentgen der Differentialgleichung

[(1—§2)d52 j£+z(z+1) 52 P(6)=0 (5.26)
und besitzen die Eigenschaften

Pia(=£) = (1) P (€) (5.27)

! I+ m)!

J dePmterpente) = T T (m>0) (529)
speziell gilt:

Po(&)=P(E) , Pu(6)=(2-11-(1-¢H/? . (5.29)

(Die Doppelfakultat ist durch (2/—1)!! = (21—1)(2/—3)...1 definiert.) Daraus
resultieren fiir die Kugelfunktionen u.a. die folgenden Eigenschaften:

Orthogonalitit:

27
/ 49 sin 9 / dp Yirn (9, 0) Yirrmt (9, ) = 61106t - (5.30)
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<Y

X

Abb. 5.4. Illustration zum Additionstheorem Abb. 5.5. Spiegelung
der Kugelfunktionen

Vollstindigkest:
0 + ) ,
2 2 Yim(0,0)Yin (9, @) = (sin 9) 7169 — 9 )é(p —¢") . (5.31)
=0 m=-1
Additionstheorem:
! e 2041
3 Vi (9, 0) Y (¢, @) = —-47r—P1(cos ©) (siehe Abb.5.4) .(5.32)
m=-1
YI,—m(ﬁv‘P) = (=1)"Yim(d,9)* . (5.33)

Einige Kugelfunktionen ezplizit:

1 3 3 i
YOO:_Z ; Y10=\/4—ﬂ_com9 , Y11=—\/§;Sinﬂ9€up ;
Yo = \/—5—(3 cos® 9 — 1)
20 = 167 ’
_ E_ . ip _ 15 . o 2ip
Yo1 = —4/ 5 sin ¥ cos Je , Yoo = ”_32% sin” de . (5.34)

Die zugehodrigen Y; _ ., ergeben sich aus den Y}, mit Hilfe von (5.33).

Wie verhalten sich die ¥;,,,(9, ) bei Raumspiegelung (Abb. 5.5)7 Der Pa-
ritatsoperator P fiihrt den Ortsvektor @ in —& iber, also bei Anwendung auf
einen Zustand %: Py(x) = ¢(—x). Der Vektor —& hat die Polarkoordinaten
T—9,0+ .

Wegen cos (7 —¥) = — cos ¥ konnen wir schreiben:

PYi(9,9) = Yim(m — 0,0 + 1) = ™ (—1)HImlyy (9,0)
also

PYim(8,0) = (=1)'Yjn(9,0) . (5.35)
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Y} sind Eigenfunktionen des Paritdtsoperators mit den Eigenwerten (—1)1,
d.h. Y}, ist gerade flr geradzahliges I, ungerade fiir ungeradzahliges . We-
gen (5.30) und (5.31) bilden die Y}, ein vollstdndiges, orthonormales System
von Eigenfunktionen der Operatoren L? und L, des Bahndrehimpulses. Die
Eigenwerte von L2 sind A2I(I + 1) mit = 0,1,2,3, .... Zu jedem festen Wert
von [ gibt es die (21 + 1) Werte m = —I, -l + 1, ...,] fiir den Eigenwert der
z-Komponente L, des Bahndrehimpulses. Die Komponenten L; und Ly sind
in den Zustanden Y}, nicht diagonal. Sie haben Mittelwert Null und die Un-
schirfen ALz bzw. ALy; fiir die Zustdnde Y} etwa gilt

AL, = ALy = h/1]2 . (5.36)

Die Zustande Y}; sind vornehmlich in der £ — y-Ebene konzentriert. Wir sehen
aus (5.36), daB die relative Schwankung AL, /! wie 1/v/ mit wachsendem I
abnimmt.

Zustande mit Bahndrehimpulsquantenzahl [ = 0 bezeichnet man als ,s-
Orbitale“, solche mit [ = 1 als ,,p-Orbitale“, mit [ = 2 als ,,d-Orbitale“ und mit
[ = 3 als ,f-Orbitale*.

)

N
N
)

xy-Ebene

I'=|Y|m(3,lP“2

% xy -Ebene

3 l
*3 m

" n

3 [=
*2 ms=

l 3
m b4

Abb. 5.6. Polardiagramme der Bahndrehimpulseigenfunktionen Y}, mit [ = 0,1,2,3
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Abb. 5.7. Dreidimensionale Polardarstellung der Absolutbetrage der Winkelfunktionen fur
das s- und die drei p-Orbitale

Haufig benutzt werden sogenannte Polardiagramme, in denen man in Ab-
héngigkeit vom Winkel 9 den Wert fiir |Yim (9, )| = (0(9))? auftragt (Abb.
5.6), ablesbar am Abstand der eingetragenen Kurve vom Ursprung des Dia-
gramms. Wegen der Unabhéngigkeit von ¢ besitzen solche Darstellungen Ro-
tationssymmetrie um die z-Achse. Auflerdem sind die Diagramme zu m und
—m identisch (vgl. (5.33)). Die Funktionen |¥};|? (d.h. fiir maximale Werte von
m!) sind stark um die zy-Ebene herum konzentriert.

Von Bedeutung sind auch Linearkombinationen der Zustande Yj,,. So be-
zeichnet man (Abb. 5.7)

-1 /3
Pz = E(Yn - Yl,—l) = E sin J cos ¢ als ,p; — Orbitale“ |
1 3 (5.37)
py = _\/T(YH +Yi,-1) =4/ yp sin ¥ sin ¢ als ,ppy — Orbitale“
i

Das ,,p,-Orbital® ist identisch mit Y74.
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6. Zentralpotential I

In diesem Kapitel werden wir die Bewegung in Zentralpotentialen behandeln.
Zunichst reduzieren wir die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung auf ein ein-
dimensionales (radiales) Problem. Dann bestimmen wir die Bindungszustande
fir den wichtigen Fall des anziehenden Coulomb-Potentials. SchlieBlich wer-
den wir das Zweikérperproblem auf ein Einkoérperproblem in einem Potential
zurlickfithren, so dal mit der Bewegung im Coulomb-Potential auch das nicht-
relativistische Wasserstoffatom behandelt ist.

6.1 Kugelkoordinaten

Wir studieren nun die dreidimensionale Bewegung in einem Zentralfeld, das
dadurch gekennzeichnet ist, daf die potentielle Energie V(r) nur vom Abstand
r = |&| vom Ursprung abhangt. Der Hamilton-Operator lautet

1 o
H= o +V(r) . (6.1)
In der klassischen Mechanik gilt

L?
L? =(z x p): =a?p? —(z-p)? , also ==+,

wenn man mit p, = (2/r) - p die Radialkomponente des Impulses bezeichnet.
Dagegen muf3 man in der Quantenmechanik die Nichtvertauschbarkeit von
Orts- und Impulsoperator beachten:

L? =2?p? — (z-p)? +ikz-p . (6.2)

Anmerkung: Dies folgt aus:

3
2 2
L = E L; = €52 PrCirsTrPs = T;PrTiPk — TiPRTLD;

1=1
=az?p? —ihx-p-— zjTrprp; + 3ihz;ip;
=xz2p? —i{hxp- zipjcrpr — ihe;p; + 3ihe;p;
In den Zwischenschritten haben wir &;j1€irs = 8jr0ks — 8j56kr, PrT; = z;pg — ihé;k, und

prTr = Tkpx — ik benitzt.
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Wegen der Drehsymmetrie des Potentials geht man zu Kugelkoordina-
ten uber. Da aufgrund von (5.17) die Projektion des Impulsoperators auf den
Ortsoperator durch

zop= gV
1

h 0

gegeben ist, folgt aus (6.2)

2_Lly2 B[ 0N 0
p —rzL r2 T@r +r§ ' (6.4)

Durch Anwendung auf eine Funktion f(r) sieht man leicht, dal folgende Aus-
driicke fiir den Differentialoperator im zweiten Summanden &quivalent sind:

10,0 10 2 20 (18VY _100, (65)
roror Tror o2 tror \ror) Trord '
Damit 188t sich (6.4) in die Gestalt
9 29 1 1
2_ _42(09° 20 1y2_ 2. 1.2 ,
pi=—h (0r2+r0r) +r2L p,.+r2L (6.4)

bringen, wobel hier allerdings im Gegensatz zu dem vielleicht naiv erwarteten
Ergebnis (k/i1)0/0r die Radialkomponente des Impulsoperators durch

hl 9 R/fo 1
p=tir=2(241) (66)

1r8r

gegeben ist. Die Operatoren p, und r geniigen der Vertauschungsrelation

[rpr] = [r,—?- (-8?; + %) }

pr ist hermitesch.

i (6.6")

Beweis der Hermitezitét:

T h 7 r1 Y
(i) /drr2<p‘-i-;l.-z/)=—/drr (-—;%cp)z/)

0 0
oo o0
-5 [ (Gre)y
i

0

_/drr (Ei >1I)+2 /dr'r (Elgp)d)
i Or ir
[}

0

oo
@) [arrtert 2y =2 !
1 Or

0

Die Summe (i) + (ii) ergibt die Hermitezitat von p,; (h/i)8/8r allein ware nicht hermitesch.
In (ii) wurden die Randbedingungen von Seite 110 benutzt.
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Setzen wir (6.4') in den Hamilton-Operator (6.1) ein, erhalten wir fiir die
zeitunabhangige Schrédinger-Gleichung

Wt (o 20 L2
[— é—n-; (E‘i + r 67‘) A — + V('I‘) (r?ﬂa"p) = Ed)(raﬁvﬂo) . (67)

Da wir die Eigenfunktionen von L? kennen, machen wir den Separationsansatz

¥(r,9,¢) = R(r) - Yim(d,9) . (6.8)

Eingesetzt in die Differentialgleichung (6.7), folgt mit (5.14) und (5.21) sofort
eine Differentialgleichung fiir den radialen Anteil R(r):

2 2 2
[_%(bi_?“Lf;) +£T‘)..l£nlz—+_2+v() R(r)=ER(r) .  (6.9)

Im Separationsansatz fiir die Wellenfunktion begegnen wir hier einem allge-
meinen Prinzip. Da H als Skalar invariant unter Drehungen ist, d.h. Rotati-
onssymmetrie besitzt, gilt gemaf (5.9) [H,L] = [H,L?] = 0, was bedeutet,
daB H, L, und L? gemeinsam diagonalisierbar sind. Ahnlich wie hier aufgrund
der Drehsymmetrie des Hamilton-Operators die Erhaltung des Drehimpulses
L folgt, gibt es stets zu einer kontinuierlichen Symmetrie einen zugehdrigen
Erhaltungssatz.

Nun jedoch wollen wir die Untersuchung der Gleichung (6.9) fortsetzen,
die zwar nur von einer Koordinate abhingt, aber noch nicht die Form einer
eindimensionalen Schrodinger-Gleichung hat. Um sie auf diese Form zu bringen,
substituieren wir

R(r) =u(r)/r , (6.10)
“und beachten, dafl nach (6.5) gilt

”# 20 10 Vu 18
<62+ra>R()‘( 5?):—:@7“’

deshalb:

2 2 2
[_%;ﬁ+%j) ()} u(r) = Eu(r) . (6.11)

Damit ist das Problem des Zentralpotentials auf ein eindimensionales Problem
zuriickgefiihrt; Gleichung (6.11) ist eine eindimensionale Schrédinger-Gleichung
mit dem effektiven Potential (Abb.6.1)

A21(1+1)

Vet(r) = V(r) + omr?

(6.12)
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Abb. 6.1. Effektives Potential der radialen

Zentrifugalpotential Schrédinger-Gleichung

~1/r2

anziehendes
Zentralpotential

-1Ir

Dies steht in volliger Analogie zur klassischen Mechanik, bei der auch das Zen-
tralpotential durch einen abstofienden Zentrifugalterm (zweiter Term in (6.12))
abgeandert wird. Nun miissen wir noch Rand- und Normierungsbedingungen
fir u(r) bestimmen.

1. Aus der Normierbarkeit
7 1
/d3$|¢(w)|2 = 4m / drr®. ;—ilu(r)lz < oo
0

folgt fiir Bindungszustinde
. a .
rl_l{ﬂQQ Iu(r)l < ;_(1_/7"-5_) mit £>0

u(r) muB also fiir groBe r starker mit r abfallen als 1/,/7.

2. Verhalten fiir r — 0: Fiir V(r)#6®)(2) muB ferner u(0) = 0 gelten, denn
sonst wire Ay = V2u(0)/r ~ 63 (2)-u(0), im Widerspruch zu Glei-
chung (6.11).

6.2 Bindungszustinde in drei Dimensionen

Wir stellen uns nun die Frage, welche allgemeinen Aussagen tiber die Existenz
von Bindungszustanden gemacht werden konnen. Betrachten wir zunachst den
Bahndrehimpuls ! = 0, dann ist Veg(r) = V(r). Die Randbedingung u(0) = 0
bedeutet, dal das Aquivalente eindimensionale Problem das Potential (Abb. 6.2)

V(z) >0
00 z<0

Vi(z) = {

besitzt. Fiir symmetrische eindimensionale Probleme wissen wir aus Kap. 4, daf§
sie sicher einen geraden Bindungszustand besitzen. Jedoch existiert ein unge-
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Abb.6.2. Effektives eindimensionales
Potential fiir { = 0, V1 (z). Die Eigenfunk-
tionen sind identisch mit den ungeraden
Eigenfunktionen von V;(z)

V,{x)

rader Bindungszustand nur, wenn das Potential eine Mindeststarke erreicht.
Der Grundzustand des Potentials V}(z) ist der erste angeregte, d.h. niedrigste
ungerade Bindungszustand des symmetrischen Potentials Vi = V(|z|). Des-
halb mufl V(z) eine Mindeststarke iiberschreiten, damit im Dreidimensionalen
zumindest ein Bindungszustand existiert. Der Zentrifugalterm ist mit wach-
sendem ! zunehmend abstoflend. Sollte ein Potential schon fiir | = 0 keinen
Bindungszustand besitzen, so erst recht nicht fiir [ > 0.

Wir wollen an dieser Stelle noch aus der Betrachtung der radialen Schrodin-
ger-Gleichung (6.11) in Grenzfillen weitere Informationen {iber das Verhalten
von u(r) gewinnen, bevor wir uns dann schliefllich im néchsten Abschnitt spe-
ziell dem Coulomb-Problem zuwenden.

Grenziibergang r — 0

Fir Potentiale wie das Coulomb- oder Kastenpotential dominiert bei abneh-
mendem r der Zentrifugalterm gegeniiber (V(r) — F), so daf8 (6.11) {ibergeht
in

52 42 h2l(l+1) u(r) =
" 2m dr? 2mr? -

Diese Differentialgleichung 2. Ordnung besitzt die allgemeine Losung
wry=A-r'"*1 4+ B.r!

Aufgrund der Randbedingung «(0) = 0 ist der B-Term nicht zulassig, so dafl
im Grenziibergang r — 0 u(r)— aorf*! ist, und man allgemein ansetzen kann

u(r) =rH Y ag+ayr + ...) . (6.13a)

Anmerkung: Fiir Potentiale V(r)~1/r und V(r) ~#% (Coulomb-Potential, Kastenpoten-
tial) ist » = 0 ein ,regulirer singularer Punkt“ der Differentialgleichung.

Grenzubergang r — oo

In diesem Fall wird Vg vernachléssigbar und (6.11) geht iiber in

K2 {2
“om dr2u = Bu
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Fiir Bindungszustande (E < 0) erhélt man die Losungen exp {+ xr} mit

- %sz(—E) :

von denen wegen der Normierungsforderung jedoch fiir u(r) nur die exponentiell
abfallende relevant ist, d.h.

u(r)=Ce™ fir r—oo . (6.13b)

Dieses Resultat legt nahe, in die Differentialgleichung (6.11) die dimensionslose
Variable ¢ = kr einzufithren:

2 K
j_gz'_ 1(1;21) "V(ﬁg/l )1 u(e)=0 . (6.14)

6.3 Coulomb-Potential

Wir konkretisieren nun unsere Untersuchungen, indem wir ein Elektron im

Feld eines Atomkerns betrachten. Zu diesem Zweck wahlen wir fir V(r) das
Coulomb-Potential
2z

V()= 22 (6.15)

r

eo = 4.803 X 10~10 esu (Elementarladung). Wir definieren

14 00 . e%Zn 2m Zeo
— = —~= |, wobel = =,/ . 6.16
A © =5 B (616)
Gleichung (6.14) wird damit zu
2 i+ 1)
IE ————92 = —1lu(g)=0 . (6.17)

Fiir u(p) benutzen wir nun eine Substitution, die dem asymptotischen Verhal-
ten, wie wir es in (6.13a) und (6.13b) hergeleitet haben, Rechnung tragt:

u(p) = o'le Cw(g) . (6.18)

Damit erhalten wir durch Einsetzen in (6.17) folgende Differentialgleichung 2.
Ordnung fiir w(p):

‘;22 +2(l+1—9)-—+(90 - 2(I+ 1))w . (6.19)
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w(p) setzen wir als Potenzreihe an

oo

w(e) = 3 are® | ' (6-20)
k=0

und erhalten aus (6.19)

o0

> arlk(k = 1)t 21+ Dk

k=0

—2koF + (00 —2(1+ 1))0*] =0 . (6.21)

Die Koeffizienten jeder Potenz von p miissen Null sein, also fiir o¥
[(k+ 1)k +2(1+1)(k+ Dlagyr +[— 2k + (00 —2(I + 1))]ap =0

Das ergibt eine Rekursionsrelation, die es erlaubt, aus a; den nichsthéheren
Koeflizienten ajq zu berechnen:

a _ 2(k+l+1)—90 .
LTk D)k +20+2) Ok

(6.22)

Fir die Konvergenz ist das Verhéltnis aufeinanderfolgender Koeffizienten fiir
hohe Potenzen maBgebend. Gleichung (6.22) ergibt

Ql41 -

2 fur k— o0
ar k

Vergleicht man dies mit der Exponentialreihe
2 _ o= Lok
e = kX_:O 72"

deren aufeinanderfolgende Koeffizienten sich ebenfalls wie

Y k+1)t 2
2k/k! T k+1

2
k

zueinander verhalten, sieht man, da8 sich unsere Reihe fiir w(p) wie 22 verhilt.
Damit also mit (6.18) nicht u(r) ~e? = e"" fiir grofle r resultiert, muf die Reihe
abbrechen. Bricht die Reihe nach dem N-ten Glied ab, ist w(g) ein Polynom

N-ten Grades. Die Abbruchbedingung ay41 = ay42 = ... = 0 fihrt nach
(6.22) auf
o0o=2(N+1+1) , N=0,1,2,... . (6.23)

Man nennt N ,radiale Quantenzahl“. Aus (6.23) und (6.16) ergeben sich die
Energieeigenwerte der Bindungszustande des Coulomb-Potentials:
_2mZZeé _ mZzeg

E= = -
o3h? 2h2(N +1+1)2

(6.24)
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Fihren wir mit
n=N+1+1 (6.25)
die , Hauptquantenzahl“ n ein, erhalten wir
_mZle
212 n2

Die Energieeigenwerte E, hangen nur von der Kombinationn = N+4+141 ab. Zu
einem festen vorgegebenen n sind die Drehimpulsquantenzahlen
1 =0,1,2,...,n — 1 mdglich. Beachtet man ferner, dafl zu jedem { 2[ 41
verschiedene Werte von m gehoren, ergibt sich wegen

E, = n=1234,... . (6.24")

n—1)

n—1
Z(2l+1)=2n( +n=n?
=0 2

eine n?-fache Entartung des Energieeigenwertes Ep,.

Tabelle 6.1 bietet einen Uberblick iiber die Zuordnung der Quantenzahlen
zu den einzelnen Energiewerten.

Wir haben mit (6.24) die Energieeigenwerte fiir das Coulomb-Potential
bestimmt und kénnten mit der Rekursionsrelation (6.22) auch die zugehdrigen
Wellenfunktionen berechnen. Anstatt diesen Weg weiterzuverfolgen, wollen wir
die radiale Schrédinger-Gleichung (6.19) fiir die gefundenen Eigenwerte direkt
in Verbindung bringen mit einer in der Mathematik eingehend untersuchten
Differentialgleichung, und uns die Kenntnis ihrer Lésungen zunutze machen.
Zu diesem Zweck multiplizieren wir (6.19) mit 1/2 und setzen gemafl (6.23)
und (6.25) pg = 2n ein, mit dem Ergebnis

d2w

(QQ)W +(21+1)+1- (29))(}% +({(n+)—-214+1)w=0

(6.26)

Tabelle 6.1. Quantenzahlen und Energieeigenwerte

n=1 [=0(s-Orbital) m=20 Ey (1-fach)
n=2 [=0(s) m=0
I=1(p) m=-1,0,1 l E; (4-fach)
n=3 [=0(s) m=0
1=1(p) m=-1,0,1 E3 (9-fach)
1=2(d) m=-2,-1,0,1,2
n=4 [=0(s) m=20
[=1(p) m=-1,0,1
1=12(d) m=-2-1,01,2 E4 (16-fach)
1=3(f) m=-3,-2,-1,0,1,2,3
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Dies ist die Laguerresche Differentialgleichung. Um das einzusehen, fiigen wir
eine kurze Ubersicht {iber die fiir uns wichtigsten Eigenschaften der Laguerre-
Polynome ein. .

Die Laguerre-Polynome treten als Koeflizienten in der Potenzreihenent-
wicklung der folgenden erzeugenden Funktion auf:

1 NUSELEN S o Ne Tt 6.27
1_s P 1—s —r=0 nET (6.27)

Partielle Differentiation dieser Beziehung nach z liefert

T L B herd S DB

bzw. durch Einsetzen der Potenzreihe

+
_ZLT

sttl 1
= Y Ih@) (" — )
und schlieflich durch Vergleich der Koeffiezienten von s”

1 , 1
G I

also die folgende Rekursionsrelation:

' 1
U=t

() Li=r-(Lhy—Ly_1) . (6.28)

Vollig analog ergibt sich durch partielle Differentiation nach s eine zweite
Rekursionsrelation

(i) Lygr=2r+1—2)L,—r2-L._q . (6.29)

Aus den Rekursionsrelationen folgt (ohne Beweis) die Laguerre- Differential-
gleichung

e Li+(1-2)-Ly+r-Ly=0 . (6.30)
Die zugeordneten Laguerre-Polynome sind durch die Definition
dS
L = por L.(z) (6.31)

gegeben. Diese kénnen auch in der Form

d? dr
L= @ (6.32)

dargestellt werden und sind Polynome vom Grad r — s mit r — s verschiedenen
positiven reellen Nullstellen. Ferner gilt fir sie die Normierungsrelation
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(2r —s+1)-(rD)3
(r — s)!

Differenziert man (6.30) gem&fl der Produktregel s-mal nach z, bekommt man

/ dz e 2 [L8(2)]? = (6.33)
0

oL +s-Li + L) —z-Ly —s-Ly+7- L} =0

ki

also folgende Differentialgleichung fiir die zugeordneten Laguerre-Polynome:
g L 4 (s+1—z)-L¥ +(r—s)-L3=0 . (6.34)

Nun sehen wir durch Vergleich von (6.26) und (6.34), dafl die w(p) Losungen
der Differentialgleichung fiir die zugeordneten Laguerre-Polynome mit
s=2l4+1,r =n+1sind, also

w(e)=A-L¥F (2) 3 e=r-r . (6.35)

Wir fassen zusammen: Mit (6.8), (6.10), (6.18), (6.35) und entsprechender
Normierung gemaf (6.33) ergeben sich die gebundenen stationdren Zustande
des Coulomb-Potentials zu

Yutm(r,9,0,8) = e B /R R ()Y} (9,0) ,  wobei (6.36)
u(r) _ [(n=1-112®VV2 o o
Bu(r) = == = 2n((n + I)1)3 (26r) -e™™ - L7 (267) - (6.37)
und
V2m|E] mZe?
K= + = romallE also
n:i , (6.38)
na
wenn man mit
h2
a=—5 =0529 X 10%cm (6.39)
meo

den Bohrschen Radius definiert. Entsprechend (6.24’) sind die zugehorigen En-

ergieeigenwerte

N 2

E, = — =
n Oh2n2 2an? 2 n2

hier steht mc? = 0.51098 MeV fiir die Ruheenergie des Elektrons und

1
137.037

ist die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante.

(6.40)

2
a:ﬁ)—z
he

116



Fir die Bindungsenergie im Grundzustand des Wasserstoffatoms (Z = 1),
die dem Negativen der Ionisationsenergie des Wasserstoffatoms aquivalent ist,
erhilt man damit

Eiy(Z =1)= -13.6eV = —1Ry (Rydberg) . (6.41)

Da tpim(r, 9, p,t) sowohl im Winkel- als auch Radialanteil normiert wurde,
gilt die Orthonormalitatsbeziehung

/d3(t ¢:;1m"/’n’1’m’ = SpntO11rbmmt - (6.42)

Bemerkungen:

i) Der Radialteil R, hat aufgrund der Eigenschaften der assoziierten Laguer-
re-Polynome N = n — [ — 1 positive Nullstellen (Knoten).

i1)  R,; héngt nicht von der Quantenzahl m ab.

i) |Ynim(r, 9, <,a,t)|2r2dr df? bedeutet die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in
dr und df2. Die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit erhilt man durch
Integration iber die Raumwinkel. Sie ist die Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen im Intervall dr in einem Abstand r vom Ursprung zu finden. Auf-
grund der Normierung des Winkelanteils Y},,,(£2) ist sie durch |R,;(r)]?
r2dr gegeben.

Wir geben noch die niedrigsten radialen Wellenfunktionen an:

n=1 l =0 (,K-Schale, s-Orbital“):
3/2
Ryo(r) =2- (%) e=Zr/a
n=2; ! =0 (,,L-Schale, s-Orbital):

3/2
RQQ(T) =2 (-fZE) . <1 — %)e—Zr/Za

! =1 (,L-Schale, p-Orbital®):

(6.43)
3/2
Roi(r) = 715 (QZE) . -Zt_ir— ce—Zr/2a

n=3; ! = 0 (,M-Schale, s-Orbital*):
3/2 \
Rap(r) =2- (%) [1 — 23_Zar + %%ZL}e—Zr/Zia

I =1 (,M-Schale, p-Orbital“):
3/2
Ban(r) = (&) & (1§ e
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I =2 (,M-Schale, d-Orbital“):

32, \2
Raa(r) = ;27*% (BZE) (%) e~ Zr/3e

Man erkennt, daf die Zustdnde zu | = 0 am Ursprung endlich sind, wihrend die
Zustdnde zu [ > 1 dort verschwinden. Die Funktionen R,;(r) und die radialen
Wahrscheinlichkeitsdichten 72 - R%I sind in Abb. 6.3 graphisch dargestellt.

Die Energieniveaus lassen sich iibersichtlich in Form eines Termschemas
darstellen. Fiir das Wasserstoffatom ist dies in Abb. 6.4 dargestellt.

Die Atomspektren entstehen durch Ubergénge zwischen den diskreten Ni-
veaus; beim Wasserstoffatom ist die Energie des Ubergangs vom Anfangszu-

4 10
° 1 1,1=0
n=1,1(=
0
2\ »
5..
n=1,1=0 =2 |=
(1) 0 n=2,1=0
= \ n=2,1=0 T 5 n=3,1=0
u:c'l-\\/ ‘o 0&20
n=J3,l= .
0\ o 10
T 5r n=2,1=1
0 n=2,l=1 0
1-‘ -
N n=3,l=] S n=3,l=1
\f 0
{ 1 1

—_
0
R

o
&
[o-]
iy
N
—
(2]

1 1 | |
20 B o 2 ., 20

Abb. 6.3. Radiale Wellenfunktion R,;(r) fur das anziehende Coulomb-Potential. (a) Radiale
Wellenfunktion Ry;. (b) Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte r2 RZ,

Energie A TR RY,
A5 555 5 0A
EL=111§,E|— = 4s = 4p = —4d ==—uf
Ex={Ef 3s 3p 3d
E=$ E} 2s 2p
Ey=-1Ry[ Is Abb. 6.4. Termschema fiir das
[=0 l=1 =2 =3 Coulomb-Potential
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Tabelle 6.2. Spektralserien des H-Atoms

Serie Endniveau Orbitale des Charakteristischer
Ubergangs  Wellenlangenbereich

Lyman n=1 p—s ultraviolett um 100 nm

Balmer n =2 s—p ultraviolett bis
sichtbar (400-600 nm)

Paschen n =13 d—p

Bracket n= f—d infrarot

Pfund n=>5 (1000-7000 nm)

stand m in den Endzustand n gegeben durch
1 1
hwmn = En — E, =1Ry - -—m-ﬁ—m . (644)

Damit haben wir also die quantenmechanische Begriindung des bereits 1905
von Ritz aufgestellten KKombinationsprinzips gefunden. Die bekanntesten Spek-
tralserien, charakterisiert durch den jeweiligen Endzustand (n) des Ubergangs,
sind fiir das Wasserstoffatom in Tabelle 6.2 angegeben.

Die Energieeigenwerte des Coulomb-Hamilton-Operators weisen, wie wir
schon frither festgestellt haben, eine hochgradige Entartung in den Quanten-
zahlen [ und m auf. Inwieweit hingt dies von den besonderen Eigenschaften
der untersuchten physikalischen Situation ab?

(a) Fiir Zentralpotentiale, d.h. falls V = V(r), sind die Energiecigenwerte
stets unabhingig von m.

Betrachten wir dazu einen rotationssymmetrischen Hamilton-Operator,
also [H,L;] = 0 fiir ¢ = 1,2,3. In diesem Fall sind H, L?, L, gleichzeitig diago-
nalisierbar, d.h. sie besitzen gemeinsame Eigenfunktionen, und es gilt auerdem
[L+,H] = 0. Sei ¥, eine Eigenfunktion von H: Hy 1, = Ev 1. Nun wen-
den wir L4 auf diese Gleichung an:

HLyY i = Ly Ho gy, = EL4 4y, bzw. wegen Lyt i, XY Imt1
H¢.1m+1 = EY im+1

Das bedeutet nun aber: Wenn ¢ j,,, Eigenfunktion zum Eigenwert E ist, dann
gilt das auch fir % 4, 1. Somit sind als Folge der Rotationssymmetrie die
Energieeigenwerte unabhéngig von m, wie man es auf elementarerem Niveau
aufgrund der Unabhéangigkeit der radialen Schrodinger-Gleichung (6.9) von m
schon sieht.

(b) Die Entartung der Energieeigenwerte beziiglich ! stellt eine spezifische
Eigenschaft des 1/r-Potentials dar.

Der Grund hierfiir liegt darin, daf} fiir das Coulomb-Potential der Lenzsche
Vektor

1 6(2)

A=—(pXxL-LXxp—-— 2

2m r
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eine zusitzliche Erhaltungsgrofeist (A-L =L+ A =0; [A, H] = 0). Klassisch
bedeutet das, dafl die Hauptachse der elliptischen Bahn raumlich feststeht.

Den Entartungsgrad der abgeleiteten Energiecigenwerte hatten wir zu n2
bestimmt; beriicksichtigt man zusatzlich die doppelte Besetzbarkeit jedes Zu-
standes durch zwei Elektronen entgegengesetzten Spins, so ergibt er sich zu
2.n2. Anlehnend an die Notation der Spektroskopie werden wir spater die
2.(21 +1) Zustande zu festen Werten fiir n und [ als ,Schale® bezeichnen.

Von einigem Interesse sind auch die Mittelwerte und Unschérfen des Ortes
in den Eigenzustinden des Coulomb-Hamilton-Operators. Man erhalt fiir den
mittleren radialen Abstand im Zustand %, durch Benutzen der Rekursions-
relation fiir die Laguerre-Polynome:

<r>nl = _/dsw ¢:11mr¢nlm = %%(3712 - l(l + 1)) . (6.45)

Speziell: {r), ,_1 =(a/Z)n-(n+1/2).
Analog berechnet man

a2

‘(rz)n’n_l = -Z-En?‘(n + 1)(71 + %) . (6.46)

Das ergibt fiir den Zustand %y, n—1,m eine radiale Unschérfe von

an |1 1
Ar = <7"2>n,n—1 - ((T>n,n_1)2 = Z\/3 (n + 5) und daher
Ar 1

Chans V41 (640

als relative Schwankung. Man sieht, da fiir n — oo dieser Bruch gegen 0 geht,
d.h. die Bahnen fiir hohe Energien sehr wohldefiniert werden.
Die Zustande zur Drehimpulsquantenzahl [ = 0 sind proportional zu

Proo ~ e~ " L} (2kr)

Sie besitzen n — 1 Knoten und sind endlich bei r = 0 (¥n00(0,9,©)#0).
Auflerdem sind die Zusténde 1,00 wegen Yoo(¥, ¢) = 1/+/47 winkelunabhangig,
d.h. kugelsymmetrisch, wahrend klassisch die Bewegung zum Bahndrehimpuls
L = 0 auf einer Geraden durch das Zentrum verliuft.

Dagegen haben die Zustinde mit maximalem Bahndrehimpuls, d.h.
[ =n — 1, die radiale Abhangigkeit

n-lg—&r weil L2P-DAL L%"_l

Ynn-1m~T . nn_1 n_1 = const

ist (Abb.6.5).
Das Maximum der radialen Wahrscheinlichkeitsdichte

p(r) = /dﬂrzw’n,n—l,mp = O .p2n =267
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AR, ., Abb. 6.5. Radiale Eigenfunktion mit maximalem !

~ph-t

findet man durch Differentiation

dp(r) — plng—2sr 2_” _9%
dr T

an der Stelle rg = n/x = n2a/Z; dieser Wert wichst quadratisch mit zuneh-
mendem n. Auflerdem haben wir oben bereits die relative Schwankung

Ar 1
(Man-1 V2n+1

berechnet, die mit zunehmendem n abnimmt. Klassisch sind die Bahnen mit
maximalem Bahndrehimpuls L bei vorgegebener Energie Kreisbahnen. Durch
Superposition der Zustinde ¢y n—1n-1 fir grofe n kann man Wellenpakete
konstruieren, die genau die klassischen Kreisbahnen darstellen und das dritte
Keplersche Gesetz erfiillen (Radius ~ n3, Umlaufzeit ~ nd).

Wihrend L2 und L, in den Eigenzustinden v,,,, scharfe Werte annehmen,
gilt dies nicht so fiir die Drehimpulskomponenten L; und L. Aufgrund der
Symmetrieeigenschaften der ¢, in den Winkelkoordinaten findet man fiir
die Mittelwerte

(L-‘E,y>l,m = (wnlmv L:c,y"/’nlm) = (Ylvaz‘,lem) =0 . (6'48)

Mit L2 + L2 = L? — L2 ergibt sich ferner
Y z

Dt = i = (Yims L2Yim )

% (Ylm, (L2 - LZ) Ylm) = %h2[l(l 4+1)—m?] und somit

—m2
ALy = ALy = [ — (L) = [T (6ag)

Die Unschéarfen verschwinden hier daher nicht, werden aber minimal fiir |m| = [

ALz)i 1= ALy a1 =hV1/2 (6.50)

also erwartungsgemaf in den Zustanden mit der stiarksten z-Orientierung des
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Bahndrehimpulses. Fir grofie I wird dann die relative Schwankung

ALI l—1/2
(L2)1/2 ~

Um ein Gefiihl fiirr die atomaren Gréfenordnungen zu erhalten, zeigen wir
noch, dafl wir die Grundzustandsenergie und den Bohrschen Radius durch Mini-
malisierung der Energie und gleichzeitiger Beriicksichtigung der Unscharferela-
tion erhalten kénnen. Mit Hilfe der Unschérferelation kann man bereits ohne
weitere Kenntnisse (iber das genauere Aussehen der Zusténde eine Abschatzung
der Grundzustandsenergie erhalten. Wenn man namlich im Hamilton-Operator

g_ P eZ
2m r

p durch Ap und r durch Ar ersetzt, ergibt sich mit Hilfe der Unschérferelation
ApAr =~ h
E-_ M __wZ

2m(Ar)2  Ar
Durch Differentiation

dE R N 37
d(Ar)y —  m(Ar)3 T (Ar)?

wird die Stelle des Energieminimums zu

bestimmt, dann ergibt sich fiir die minimale, mit der Unschérferelation vertrag-
liche Energie der Wert

K2 e%Z mZ2eé

JE— — =
T am(Ar)2  (Ar)o 22

sogar in volliger Ubereinstimmung mit der exakt berechneten Grundzustands-
energie.

Wir kntpfen hier noch einige Bemerkungen an tiber die im atomaren Be-
reich auftretenden charakteristischen Lingen und deren Zusammenhang tiber
die Feinstrukturkonstante a = e%/hc. Diese sind:

i) die Compton- Wellenlinge

N
mec

bl
die in Kap. 1 bei der Streuung von v-Quanten an Elektronen auftrat, und
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die man auch als de Broglie-Wellenlange hochrelativistischer Elektronen
interpretieren kann;
il)  der Bohrsche Radius (6.39) als kennzeichnende  Ausdehnung atomarer

Elektronenzustande
R 1
a = 5 == Ae
mey @

iii)  die typische Wellenlinge 27X des bei atomaren Quanteniibergingen emit-
tierten Lichts. Bei einer Ubergangsenergie der Groflenordnung AE =
e% /a, entsprechend einer Frequenz w = AE/h, erhalt man

== = — = — = —
k w AE eg a ’
iv)  der klassische Elektronenradius definiert durch e2/ry) = mc?, somit
2
e
T = —% = a- A

Fiir diese vier Groflen 188t sich also die Verhaltnisfolge

rkl:)\c:a:%=a3:a2:a:1
angeben.

Die typische Geschwindigkeit des Elektrons im Atom ergibt sich aus der
Unschéarferelation v = Ap/m = Zh/am = Zac.

Wir haben bei der Behandlung des Coulombd-Potentials in den vorher-
gehenden Abschnitten schon gelegentlich Bezug genommen auf das Wasser-
stoffatom. Inwieweit ist dies gerechtfertigt? Tatsdchlich zeigt sich, daf} in sehr
genauen Experimenten Abweichungen entdeckt werden, die von folgenden, in
spateren Kapiteln behandelten Effekten herriihren.

i) Zunéachst ist das Wasserstoffatom ein Zweikérper-System, bestehend aus
Kern und Elektron. Wir werden im folgenden Abschnitt zeigen, daf§
die Transformation auf Schwerpunkt- und Relativkoordinaten auf ein
Einkérperproblem mit der reduzierten Masse

m-emyg m

r= m -+ my 1 +m/mg

fihrt. Beim Wasserstoff ergibt dies eine Korrektur in der vierten Stelle
nach dem Komma, ndmlich 1 4+ me/myg = 1.00054463, wahrend etwa
beim Positronium die Abanderung betrachtlich ist: mg = m 4+ = me,
deshalb p = me/2.

ii)  Relativistische Effekte licfern die sog. ,Feinstruktur® und sind von der
Grofenordnung «? im Vergleich zu den urspriinglichen Niveaus. Hierzu
gehoren die relativistische Korrektur der Elektronenmasse, der Darwin-
Term und die Spin-Bahn-Kopplung (Kap. 12).
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iii)  Die Lamb-Verschiebung, ein quantenfeldtheoretisches Phénomen, ist von
der Gréfenordnung o «In & im Vergleich zu den urspriinglichen Energie-
niveaus.

iv) Die Hyperfeinstruktur, die von der Wechselwirkung zwischen Elektron
und Kernspin resultiert, ist etwa um den Faktor me/mg = 1/2000 klei-
ner als die Feinstruktur.

6.4 Das Zweikorperproblem

Wenn wir die Bewegung eines Elektrons um den Atomkern oder die der Erde
um die Sonne betrachten, so haben wir (unter Auferachtlassung weiterer
Elektronen bzw. Planeten) ein Zweikorperproblem vorliegen. Allgemein ist der
Hamilton-Operator eines Zweikorperproblems die Summe der kinetischen
Energien der beiden Teilchen und ihrer, als nur vom Abstandsvektor abhéngig
angenommenen Wechselwirkung

P% P%
N & W _ . .
Sy +2 ; + V(zy — z9) (6.51)

Da das Potential hier nur vom Relativabstand abhangt, fiihrt man Relativ- und
Schwerpunktskoordinaten ein:

map1 —Mmipy

Tr=2x]—xy ; pp=plvy—v)= S,
m1®] + My
Ty = ——————= ; pg=p;+DPs (6.52)
mq + mog
. . mimo
mit reduzierter Masse = — 6.53
e (6.53)

und Gesamtmasse M = mj + mg

Wegen [z,;,p,;] = ihé;;6,, (v, = 1,2 Teilchenindex; 4, j = 1, 2,3 Komponen-
tenindex), gelten die kanonischen Vertauschungsrelationen auch fiir p,, p, und
ZTr, Tg!

[zri, Prj] = 1h6ij = [zsis Ps5] > (6.54)

wihrend die ibrigen Kommutatoren dieser Operatoren verschwinden. Auf-
grund dieser Eigenschaft folgt fiir die Impulsoperatoren p; und ps

h= A=
Pr= Tvr y Ps = Tvs . (6.55)

Wie in der klassischen Mechanik gilt

2
PP _ P, P

bmi | 2mg  2u T 2M (6.56)
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so daf} sich mit (6.51) fiir die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung des Zwei-
kérperproblems

P _: |
e Bo 4 V(e an 2a) = Bu(an 2 (657)

ergibt. Da das Potential lediglich von «, abhangig ist, fiihrt der Separations-
ansatz

@y, ws) = ¥ " Toyp(a,) (6.58)
(6.57) in
p2

|2+ Ve vle) = Bv(e) (6.59)

{iber, mit den Energieeigenwerten E = E — h2k2/2M bzw.

. K22

E=E+ o2 . (6.60)
Durch die Einfihrung der Relativ- und Schwerpunktskoordinaten ist es so-
mit gelungen, das Zweikérperproblem auf ein Einkérperproblem zu reduzie-
ren, denn (6.59) entspricht genau der frither diskutierten, durch den Hamilton-
Operator (6.1) dargestellten Situation. Dabei haben wir die Schwerpunktsbe-
wegung als freie Bewegung mit der Energie Es = h?k2/2M und der Wellen-
funktion

Ps(xs) = exp{—%Est + ikg - a:s}

abgespaltet. Neben dem trivialen Summanden Fs in den Energieeigenwerten E
tritt auch eine Modifikation der Energieeigenwerte E des Einteilchenproblems
gegenuber unseren fritheren Resultaten auf, weil anstelle der Teilchenmasse m
in (6.59) nun die reduzierte Masse p steht. Mit dieser Modifikation konnen wir
also die Ergebnisse von Abschnitt 6.3 auf das nichtrelativistische Wasserstoff-
atom anwenden.
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7. Bewegung im elektromagnetischen Feld

7.1 Der Hamilton-Operator

Wir betrachten nun ein Teilchen der Masse m und Ladung e im elektromagne-
tischen Feld. Aus der Elektrodynamik ist die Darstellung der Felder durch das
Vektorpotential A und das skalare Potential ¢

E:—%%—?——Vé . B=VxA (7.1)
und die Hamilton-Funktion
1 2
H= o (;p — —A(m t)) + ed(x,t) (7.2)

bekannt. Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips wird durch Ersetzung von p
durch den Impulsoperator (7.2) zum Hamilton-Operator, und die zeitabhangige
Schrédinger-Gleichung lautet

2
1h-§—t¢: [ ! (hV——A> + e

2m

b (7.3)

Multipliziert man das Quadrat auf der rechten Seite der Schrodinger-Gleichung
aus, so erhalt man fiir den gemischten Term

(v CA+ A V)¢—@A Vi,

21
wobel die Coulomb-Eichung! VA = 0 verwendet wurde. Insgesamt erhalten

1 Wir erinnern daran, daf in der Coulomb-Eichung die Wellengleichungen

o 4w, = 4r .
Vip = —4mwo 0A = —7-[] - lvgdi = _ﬂ.]trans
c Ot c ’

lauten, wobei

0= === — V2 (D’Alembert-Operator) und

. le oo j
=—V XV X [z ——.
]trans 47 / z |$l! _ (l!/|

Wie bisher, wird durchgehend im CGS-System gerechnet.
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wir in dieser Eichung

2
¢—~ivw+ﬁiavw+e

5 sAYp ey (7.3")

7.2 Konstantes Magnetfeld B

Fir konstantes Magnetfeld B 148t sich das Vektorpotential schreiben als
A=-i[z x B] , da (7.4)

(rot A); = €;;10j(—3€kstzsBt) = €ijucrjt(—%)Bt = B;

Nun sollen die vom Vektorpotential abhiingigen Terme in (7.3') fiir diesen Spezi-
alfall genauer betrachtet werden. Der zweite Term in der Schrédinger-Gleichung
(7.3') hat die Gestalt

ihe ihe
B 499 = 2 Ye x B)- Ty

= (2 x V) Bb=—5=L-By

wo L der Bahndrehimpulsoperator ist. Den dritten Term in der Schrodinger-
Gleichung (7.3') kann man mit (7.4) auch in der Form

e?

A%y = 2(::: x B)* = ¢ 2(sz2 (z-B)*)y
2

2me?

o2 (:"'2 + y2)¢ >

schreiben, wobei 0.B.d.A. B|| e, gewédhlt wurde. Der 2. Term (—e/2mc)L - B
liefert einen Teilbetrag zum Paramagnetismus, der 3. Term e2 B2(z2 +y2)/8mc?
den Diamagnetismus.

Nun vergleichen wir die Gréenordnung dieser beiden Terme fiir Elektro-
nen in Atomen:

(e2/8mc?)(z? +y2)B? ey a’B? € B

| — (e/2me){L,;Y)B| =~ 4c hB  d4hc eo/a
=11 x 1071°. B (in GauB)

Dabei wurde {z2 + y?) ~ a2 mit dem Bohrschen Radius und (L,) ~ & benutzt.

Die Groéflenordnung ist Feinstrukturkonstante mal dem Verhaltnis von
B zu atomaren elektrischen Feldstirken. Experimentell sind Felder von un-
gefahr 10° G erreichbar. Somit ist der in A quadratische Term fiir Atome ver-
nachlassigbar, wenn (L)#0 ist. Diamagnetische Effekte sind also fiir im Atom
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gebundene Elektronen unter Laborbedingungen kleiner als paramagnetische.
Es gibt jedoch durchaus Situationen, in denen diamagnetischer und parama-
gnetischer Term von vergleichbarer Grofle sein konnen. Dies ist der Fall fiir
Metallelektronen, und speziell fiir freie Elektronen liefert ein Vergleich der Sus-
zeptibilitdten flir Landau-Diamagnetismus und Pauli-Paramagnetismus

1
XLandau = — 3 XPauli

Der diamagnetische Term ist auch wichtig bei der Behandlung von Materie
unter Bedingungen, wie sie an der Oberflache von Neutronensternen herrschen,
denn dort konnen Felder bis zu 1012 Gau8 auftreten, was zu einer erheblichen
Anderung der Atomstruktur fiihrt.

Zum Schlufl wollen wir noch den paramagnetischen Term mit der Coulomb-
Energie vergleichen:

(—e/2mc){L;)B _, (—¢/2mc)hB aaB
e2/a - e2/a T 2

=2 x 1071%. B (in GauB) ,

d.h. die Anderung der Energieniveaus durch Laborfelder ist sehr klein.

7.3 Normaler Zeeman-Effekt

Aufgrund der Abschitzungen in Abschn. 7.2 liegt es nahe, fiir das Wasserstoff-
atom im konstanten Magnetfeld von folgendem Hamilton-Operator auszugehen

€

H:H0_2 BLZ 9 (7.5)

mc

wobei das Magnetfeld parallel zur z-Achse gelegt wurde. Hier ist Hp der
Coulomb-Hamilton-Operator [(—h2/2m)V?Z — e2/r], dessen Eigenfunktionen
Ynim, wir kennen. Wie wirkt der Gesamt-Hamilton-Operator (7.5) auf ¥y, ?

R; ehB
H¢nlm; = (‘"n_g -

'ml> 'pnlm( . (76)

2me

Also sind die Coulomb-Wellenfunktionen auch Eigenfunktionen von H mit den
Energieeigenwerten

R,
Enlm; = '—n—g + th my , WO (77)

Wy = — e = 2 (7.8)

die Larmor-Frequenz ist.
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Das Magnetfeld hebt die (2! + 1)-fache Entartung der Energieniveaus auf.
Nach (7.7) wird ein Niveau mit Drehimpulsquantenzahl [ in (2{+1) &quidistante
Niveaus aufgespalten. Die Grofle der Aufspaltung betréagt

eghB

mc

=136eV X (4 x 1071°- B (in GauB)) ,

und ist unabhéngig von [.

Diese Aufspaltung flihrt zu zusatzlichen Ubergiingen, die jedoch durch die
Auswahlregel Am; = —1,0, 1 eingeschrankt sind. Man nennt die durch das Ma-
gnetfeld verursachte aquidistante Aufspaltung den ,normalen® Zeeman-Effekt
{Abb.7.1). Tatsachlich ist die Aufspaltung im Wasserstoffatom ganz anders,
namlich in eine gerade Zahl von Niveaus, so als wére der Drehimpuls halbzahlig.
Dies wird uns im {ibernachsten Kapitel auf eine zusatzliche Drehimpulsgrofie,
den Spin fithren.

] 2
- ehB/2me
¥

- .-

-——-

Abb.7.1. Niveauaufspaltung
1=1 = T=--a. -1 beim ,normalen“ Zeeman-Effekt

In Atomen mit mehreren Elektronen bedeutet L den Gesamtdrehimpuls
und entsprechend [ die zugehdrige Quantenzahl. Wenn die Aufspaltung allein
durch den Bahndrehimpuls bestimmt wird und durch (7.7) gegeben ist, spricht
man aus historischen Griinden vom ,normalen® Zeeman-Effekt. Tatsichlich
sind die Verhaltnisse wie schon im Wasserstoffatom meist komplizierter und
nicht allein durch den Bahndrehimpuls erklarbar (,anomaler* Zeeman-Effekt).
In Kap. 14 wird darauf néher eingegangen.

Wir bemerken noch, daf8 nach der allgemeinen Definition des magnetischen

Momentes g = — 0H /9B fir den paramagnetischen Teil folgt
e .
n= %—EL = —ugL/h, wobei (7.9)
UB = ©0h _ 0927 x 10-20 erg/G (7.10)
2me

das Bohrsche Magneton ist. Der paramagnetische Term fiihrt zu folgendem
Beitrag im atomaren Magnetismus

(1) = —pup(L)/h = pp

Wenn der paramagnetische Beitrag Null ist, macht sich der diamagnetische
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bemerkbar

2
[ B az
6mc?

2
e“‘B

2<x2+y2> = -
mc

<u>=—4

Der paramagnetische Anteil mufl noch durch den Spin-Beitrag vervollstandigt
werden.

7.4 Kanonischer und kinetischer Impuls,
Eichtransformation

7.4.1 Kanonischer und kinetischer Impuls

In Anhang B wird aus der klassischen Mechanik an den Begriff des kanonischen
und kinetischen Impulses erinnert. Es ist p der kanonische Impuls und

ma =p— —Z—A (7.11)

der kinetische Impuls. Die entsprechenden Operatoren gentigen folgenden Ver-
tauschungsrelationen:

[zi,p5] =1Ré;; , [zi,25] =[pi,pi] =0 (7.12a,b)
[vi,md;] = ihéi; , [mai,mi;] = ih%eijkBk (7.13a,b)

mit —A; ; + Aj; = €k By und A; ; = 04;/0z;.
Die Tatsache, dafl die Komponenten des kinetischen Impulses nicht mit-

einander kommutieren, hat wichtige Konsequenzen fiir die Bewegung im Ma-
gnetfeld.

7.4.2 Anderung der Wellenfunktion bei einer Eichtransformation

Die Lorentz-Kraft (B.3) hangt nur von B ab (siehe Anhang B), wihrend die
Schrodinger-Gleichung (7.3) das Vektorpotential A enthalt. Somit dréngt sich
sofort die Frage auf, ob die Wellenfunktion ¢ von der Eichung abhangt und
ob geladene Teilchen auf B oder A (moglicherweise nur dessen eichinvarianten
Teil) reagieren.

Um diese Frage zu beantworten, studieren wir zunichst den EinfluB} einer
Eichtransformation

10

A-A =A+YA S =6-==4 |,
c Ot

wo A(z,t) eine skalare Funktion ist. Die Schrédinger-Gleichung in der ersten

(7.14)
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Eichung lautet

2
{L (2\7 — -Z—A(a:,t)) +e¢(:c,t)] Pz, t) = ih%zﬁ(z,t) . (7.15)

2m \ i

Wir wollen nun zeigen, da8 die Wellenfunktion ¢/(z,t) in der zweiten, durch
die gestrichenen Potentiale charakterisierten Eichung

¥ (=,t) = exp{%—ec— A(:c,t)} P(=, 1) (7.16)

ist. Die Multiplikation der Schrodinger-Gleichung mit dem Faktor
exp {(ie/hc)A(z,t)} flihrt unter Benlitzung der Identitat

8 o of
S _ (2 )
By <6y ay) auf (7.17)

- A
1 hv——A—EEVA +ed| exp{ }¢
2m \ i c i he he

L0 i 0A ieA

Dies ist offensichtlich identisch mit

1 he 2 / ! . 0 !
[2m( v— )+e¢}¢=1h5¥¢ , (7.18)

der Schrédinger-Gleichung mit den gestrichenen Potentialen. Die Eichtransfor-
mation bedingt einen zusétzlichen orts- und zeitabhingigen Phasenfaktor der
Wellenfunktion. Die Umeichung hat jedoch keine beobachtbaren physikalischen
Konsequenzen, da sich |1/)|2 dabei nicht andert.

7.5 Aharonov-Bohm-Effekt

7.5.1 Wellenfunktion im magnetfeldfreien Gebiet

Wir betrachten nun die Bewegung eines Elektrons in Gegenwart eines zeitun-
abhangigen Magnetfeldes B(x). Dieses moge in einem Raumgebiet verschwin-
den

B=rotA=0 , (7.19)

wie es z.B. auflerhalb einer unendlich langen Spule der Fall ist (Abb. 7.2). Dann
ist dort A durch den Gradienten eines skalaren Feldes A darstellbar
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Gebiet G Abb.7.2. Zu (7.19) und (7.20). Das
Feld einer unendlich langen Spule ist
auferhalb dieser Null

n
o

A=Y4A (7.20a)
Alz) = / ds-A(s) . (7.20b)

Hier ist g ein beliebig gewahlter Anfangspunkt im feldfreien Gebiet. Die Wel-
lenfunktion in diesem Gebiet findet man nun entweder aus

1 (he e V ., 0
——(Tv—;A)¢+Vw=lh§¢ , (7.21)

2m \ 1
oder aus der eichtransformierten Gleichung ohne Vektorpotential
A'=A+V(-A)=0 , nimlich

1 (haV d

I il v R BN P ih—o' . 7.22
Ersetzen wir in (7.16) A durch —A, so haben wir folgenden Zusammenhang
zwischen diesen beiden Wellenfunktionen:

P = .¢,l exP{;i_ecA} — ’L/)/ exp{%gc /ds A(s)} (7.23)

Dabei ist 3’ die Wellenfunktion im Potential V mit Feld B = 0 (identisch Null)
im ganzen Raum. (Da kein elektrisches Feld wirkt, haben wir & = 0 gesetzt.
Das Potential V(z) soll andere, nicht elektrische Einfliisse darstellen.)

7.5.2 Aharonov-Bohm-Interferenzexperiment

Wir wollen nun untersuchen, ob ein Elektron, das sich nur in Regionen bewegt,
in denen zwar A(x) verschieden von Null ist, aber B(x) verschwindet, etwas
von der Existenz des Magnetfeldes im nicht zugénglichen Raumgebiet splrt.
Dazu betrachten wir nun das in Abb. 7.3 dargestellte Interferenzexperiment, bei
dem das Magnetfeld auf das Innere der ,unendlich® langen Spule beschrankt
ist und die Elektronen nicht in die Region der Spule gelangen kénnen, sich also
nur im Gebiet B = 0 bewegen. Das Nichteindringen von ¢ in den Feldbereich
kann formal durch einen unendlich hohen Potentialwall dargestellt werden.
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X
Schirm

Quelle

Abb. 7.3. Aharonov-Bohm-Interferenzexperiment. Die Elektronen kénnen nicht in den Be-
reich des Feldes (Spule) gelangen

Um die Lésung als Funktion des Feldes zu finden, bestimmen wir zunéchst
die Losungen mit jeweils nur einem Spalt geéfinet und bilden deren lineare
Superposition. Wir nennen 11 g(z) die Wellenfunktion, bei der nur der Spalt
1 gedffnet ist. Diese ergibt sich aus der Wellenfunktion 19 ohne Feld nach
(7.23) zu

¥1.8(z) = P10 exp{%/dsA(s)} , (7.24a)
1

wo das Wegintegral von der Quelle durch den Spalt 1 nach @ verlauft. Desglei-
chen ergibt sich fiir die Feldabhangigkeit der Wellenfunktion, bei der nur Spalt
2 geoffnet ist

Y2.B = P20 eXP{%% /ds A(S)} , (7.24D)
2

wobei nun das Wegintegral von der Quelle nach & durch den Spalt 2 verlduft.
Wenn nun beide Spalte gedffnet sind, bilden wir die lineare Superposition aus

(7.24a) und (7.24b)
ie ie
45() = broexp{ 12 { s A(3)} + vapexn| 32 { s A}
Die relative Phase der beiden Summanden ist
/ds A(s) - /ds A(s) = ]{ds A(s) = /dfrotA ~ oy ,
1 2
wo $ g der magnetische Fluf ist. Somit haben wir

Yp(z) = (¢1,0 exp{%qﬁa} + ¢2,0) exp{%fc‘ /ds A(S)} : (7.25)
2
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Die Phasenrelation zwischen 91 und 9 wird bei Anderung des eingeschlossenen

magnetischen Flusses @ g geindert und somit wird dabei auch das Interferenz-
bild verschoben.

Anmerkung: Wenn wir im Detail in (7.25) die von den Spalten ausgehenden Zylinderwellen
betrachten,

eikrl I |
1,0 = , T =& = ®spaiun
N
eikr2
Y20 = , rp=lz— Tsparez|

VT2

so lautet die Bedingung fur konstruktive Interferenz in Anwesenheit des Magnetfeldes:

kT‘1 + i@g - k?‘z = 27n
he

wo n ganzzahlig ist, und daraus

ePp

A
Ty = o (27rn - > (7.26)
folgt.

Die Positionen der Interferenzmaxima werden durch Variation von &g
verschoben, obwohl das Elektron nicht in den Bereich endlichen Magnetfeldes
gelangen kann. Dies nennt man den Aharonov-Bohm-Effekt?. Die dabei auftre-
tende charakteristische FluBeinheit ist

2whe
€0

2%y =

=4.135 X 1077 Gem? . (7.27)

Der erste experimentelle Nachweis unter Verwendung eines magnetisch ein-
domaénigen Eisenwhiskers wurde von Chambers® gegeben.

Ein verwandtes Phianomen (Abb.7.4) findet man in einem SQUID oder
Superconducting Quantum Interferenc Device*. Der maximale Strom, der durch
zwei parallel geschaltete Josephson-Kontakte geht,

2
Imax = 21| cos —| (7.28)
Dy

zeigt das Interferenzbild aus Abb.7.5. Dies kommt zustande, indem man die
Summe der Josephson-Strome

I = Ip(sin v4 + sin vB)

2 Y. Aharonov, D. Bohm: Phys. Rev. 115,485 (1959)

3 R.C. Chambers: Phys. Rev. Lett. 5, 3 (1960); siche auch H. Bérsch, H. Hamisch, K.
Grohmann, D. Wohlleben: Z. Phys. 165, 79 (1961)

4 J.E. Zimmerman, J.E. Mercereau: Phys. Rev. Lett. 13, 125 (1964); R.C. Jaklevic,
J.E. Lambe, J.E. Mercereau, E.H. Silver: Phys. Rev. 140, A 1628 (1965); M. Tinkham:
Introduction to Superconductivity (McGraw Hill, New York 1975) p. 202
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B -2 -1 1 2 ¢¢
0
Abb. 7.4. SQUID: Zwei parallel geschaltete Abb. 7.5. Maximaler Strom als Funk-
Josephson-Kontakte mit eingeschlossenem tion des Flusses

Flul &

unter der Nebenbedingung

_ 2md

maximiert. Die Aharonov-Bohm-Interferenzoszillationen konnten neuerdings
auch in normalleitenden Metallringen beobachtet werden.

Wir fassen zusammen: Klassisch sind E und B die physikalisch relevanten
Grofen, da diese die Lorentz-Kraft festlegen. In Gebieten wo E = B = 0
ist, splirt das Teilchen keine Kraft. Die Potentiale A und & erscheinen in der
klassischen Physik nur als Hilfsgroen. In der Quantenmechanik ist A(@) das
fundamentale physikalische Feld, wobei die Wellenfunktion immer so beschaffen
ist, daf die physikalischen GréBen und Effekte nur von eichinvarianten Grofen
abhéngen.

7.6 FluB3quantisierung in Supraleitern

Viele Metalle und, wie in jungster Zeit entdeckt wurde, auch oxidische Halblei-
ter, werden unterhalb der fiir sie charakteristischen Sprungtemperatur T su-
praleitend. Die Elektronen bilden Cooper-Paare. Aufgrund des Meissner-Effek-
tes wird ein Magnetfeld aus einem Supraleiter erster Art verdréngt. Die Cooper-
Paare bewegen sich also in einem feldfreien Gebiet. Deren Wellenfunktion in
einem supraleitenden Hohlzylinder ohne dufleres Magnetfeld sei 1o (x). Mit Feld
lautet diese nach (7.23) fiir die zweifach geladenen Cooper-Paare

vp(e) = p{—,f— / dsA(s>}¢o(w)

Ein geschlossener Weg um den Zylinder, ausgehend vom Punkt 2o (Abb. 7.6),
ergibt:

¥p(x0) = Yo(xo) = exp{%fds A(s)}%bo(wo)
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Abb. 7.6. Zur Fluquantisierung

-

Xg

Die Eindeutigkeit der Wellenfunktion ¥ g(x) bedingt die Quantisierung des
eingeschlossenen Flusses:

dp=Pyn , n=0,%x1,...
hCTf -7 2
$p=—=2.07 X 107" Gem® FluBquantum
)

Diese Quantisierung wurde auch experimentell beobachtet$.

7.7 Freie Elektronen im Magnetfeld

Wir untersuchen nun freie Elektronen in einem Magnetfeld, das in z-Richtung
orientiert ist. Das Vektorpotential (7.4) hat nur Komponenten senkrecht zu
B, sodafl der z-Anteil der kinetischen Energie gegeniiber freien Teilchen un-
verdndert ist, und der Hamilton-Operator durch
3
H=H = .29
1+ 5 (7.29a)

gegeben ist. Ausgedriickt durch die Komponenten des kinetischen Impulses
(7.11) lautet der transversale Teil des Hamilton-Operators

H = %‘-(ab% +i3) . (7.29b)

Da p3 mit den z; kommutiert, wird der zweite Term in (7.29a) durch
exp {ipgr3/h} diagonalisiert, entsprechend einer freien Bewegung in z-Richtung.
Wir wenden uns nun dem transversalen Teil zu, der die magnetischen Effekte
enthalt. Fir Elektronen ist e = —ep, und die Vertauschungsrelationen

. . ., eB .. .
[mz1,mzg] = 1h7 i [21,1] = [22,22] =0 (7.30)

legen die Einfiihrung von

maz;

VeoB/c

5 R. Doll, M. Nabauer: Phys. Rev. Lett. 7, 51 (1961); B.S. Deaver, Jr., W.M. Fairbank:
Phys. Rev. Lett. 7, 43 (1961)

T =

(7.31)
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nahe. Diese Operatoren geniigen nun der Vertauschungsrelation
[r2,m]=ih , [r1,m1] = [r2,ma] =0 (7.32)

und bilden in Analogie zu Ort und Impuls kanonische Variable mit dem Hamil-
ton-Operator

1 eoB
Hy =222+ 42 . (7.33)

2 ecm

Dieser kann nach der Theorie des harmonischen Oszillators (Abschn. 3.1) durch

T + i7T1
e T 7 7.34
55 (7.34)

auf die Standardform

a =

Hy =hwc(ala+d) (7.35)
gebracht werden, wo

e B
me

We —

(7.36)
die Zyklotronfrequenz ist. Folglich sind die Energieeigenwerte von (7.29b)
En=hwe(n+3) . (7.37)

Wir haben somit die Energieniveaus fiir freie Elektronen im homogenen Ma-
gnetfeld — auch Landaou-Niveaus genannt — gefunden. Das Problem ist noch
nicht vollstindig geldst, weil wir beispielsweise noch nichts tiber die Entar-
tung und die Wellenfunktionen unserer Teilchen wissen. Formal ist klar, daf3
wir ausgehend von den vier kanonischen Operatoren z1, 9, p1, p2 neben den
oben eingefithrten 71, 79 noch zwei weitere zur vollstandigen Charakterisierung
brauchen. In Abschn. 8.6 werden wir in der Heisenberg-Darstellung zeigen, dafl
diese durch
X=z- —1—7':1':
We

gegeben sind, wo

{0 1
TE-1 0
ist. In der klassischen Mechanik ist X der Mittelpunkt der Kreisbahnen

(z — X)? = 2%/w? = const. In der Quantenmechanik sind X1, X5 kanonische
Variable und konnen nicht beliebig scharf festgelegt werden.
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8. Operatoren, Matrizen, Zustandsvektoren

8.1 Matrizen, Vektoren und unitare Transformationen

Wir schreiben in den folgenden Abschnitten, soweit eine Spezifikation fiberhaupt
notwendig ist, alle Relationen fiir eine Raumdimension. Alle Formeln kénnen
natiirlich sofort auf drei Dimensionen umgeschrieben werden, wenn z — @ und
dz — d3z ersetzt wird.

Gegeben seien ein vollstandiges Orthonormalsystem {1,(z)} und ein be-
liebiger Operator A. Dann definiert man als Matrixdarstellung von A in der

Basis {tn(z)}
Anm = (d’na A¢m) . (8.1)

Die Matrix Anm ist endlich oder i.a. unendlich dimensional, abhangig von der
Anzahl der Basisfunktionen ¥,(z). Es sollen nun einige Eigenschaften der Ma-
trix Anm angegeben werden:

i) Ist A hermitesch, AT = A, so ist A, eine hermitesche Matrix, d.h.
AN = Amn (8.2)
Beweis:
An = (Y, AYm)* = (Apm, ¥n) = (¥m, A¥n) = Amn
i1)  Ist {¢n(z)} Basis von A, so gilt
Anm = anbnm (83)
wobei die a,, die zu 1n,(z) gehdrigen Eigenwerte von A sind, d.h.

A"/)n(z) = an¢n(x)

Da {¢n(z)} ein vollstandiges Orthonormalsystem ist, kann jeder beliebige Zu-
stand ¥ (z) dargestellt werden als

P(z) = chz/)n(x) mit (8.4a)
en = (Yn,¥) . (8.4D)
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Nun betrachten wir ein zweites vollstindiges Orthonormalsystem {y/,(z)}.
Dann kann man den Operator A und den Zustand ¢(z) auch in diesem neuen
Basissystem darstellen:

A = (Y, A¥) (8.2')
p(z) =) cppp(e) mit (8.3")
n = (Wh¥) - (8.4)

Unser Ziel ist nun, den Zusammenhang dieser beiden Darstellungen aufzufin-
den. Dazu bemerken wir vorerst, da man die ¥} (z) nach dem Funktionen-
system {n(z)} entwickeln kann gemaf

Y (z) = ZS’mnzpm(x) mit (8.5a)

Smn = (m, ¥) = [ de ph(@)h(a) - (8.5b)
iii)  Die Transformationsmatrix Sp, ist unitdr, d.h.
sst=sts=1, (8.6)
(1 = Einheitsmatrix) oder aquivalent dazu
> SmnSpin =Y ShmSnm! = Smmt - (8.6")
n n
Beweis:
% SmnSium =% [de [ dydi(@)m(@)om ) n()
n
= [do [ dy8(e = 4V (W)¥1n(2) = bpumr
wobei die Vollstandigkeitsrelation fiir die {¢,,(z)} und Orthonormalitit
der {n(z)} benutzt wurde. Analog zeigt man )., Sk, Snm/ = Smm’
indem man die Vollsténdigkeitsrelation fiir {1,(z)} und die Orthonor-
malitét der {4 (z)} ausnutzt.
Damit ergeben sich die folgenden Transformationsgesetze:
iv) =S (Hnmem (8.7a)
m
und da S unitar ist

Cm = ZSmnCIn . (8.7b)
n
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Diese Gleichungen lauten in Matrixschreibweise:

/ /
C} C1 (4 | Cll
| =5t e ; 2 )1=5]¢

Beweis:

C,n = (1/’;;"‘/’) = E(Smnz/)ma")[’) = ZS:nn(d)mv d’)

m

= Zsfnncm = Z(St)nmcm

Fir die Matrixdarstellungen der Operatoren gilt

v) Apm = IXk:S:lIAIkSkm (8.8a)
oder in Matrixschreibweise
A =stas . (8.8b)
Beweis:
Anm = (¥n, Ady,) = 12;,57”(1/)1, Ag)Skm = 121; St Atk Skm
= IXIE(ST)nIAIkSkm :

wobei (8.5) benutzt wurde.

Zusammenfassend kann man sagen: Die Operatoren konnen durch Matri-
zen dargestellt werden und die Zustande durch Vektoren. Die Darstellungen zu
verschiedenen Basissystemen héngen durch unitire Transformationen zusam-
men.

Zur Veranschaulichung geben wir drei Beispiele an:

1. Energieeigenfunktionen des harmonischen Oszillators. Wir hatten in Ab-
schn. 3.1 als vollstindiges System von Energieeigenfunktionen fiir den
eindimensionalen harmonischen Oszillator gefunden

2
Yn(z) = (2"n!\/7?a:0)—1/2exp{ — —;—(i) } Hy(z/z0) (8.9)

o

mit (¢n,¥ns) = ppr. In dieser Basis hat beispielsweise der Ortsoperator
z die Form (siehe (3.5a))

Trm = 392. (Vibnmi1 + Vi +1énmo1} - (8.10)
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2. Impulseigenfunktionen. Die Eigenfunktionen ¢, des Impulsoperators

(h/i)-0/0z sind

1 .
— ipz /h 8.1
Yp \/27r_7ie (8.11)

h O

10z
Das Eigenwertspektrum des Impulsoperators ist kontinuierlich, und die
Orthonormalitatsrelation lautet in diesem Fall

¢p = P¢p

(Yp, W) = ;r—xhei(p'_”)”/h =68(p—p)
3. Ortseigenfunktionen. In Abschn. 2.9 hatten wir als Ortseigenfunktionen
bele) = 8z —€) (8.120)
gefunden, die
zpe = Epe (8.12b)

erfillen. Das Spektrum ist wiederum kontinuierlich, und es gilt

(besber) = [ dadle -8z —€) = 66 —¢)
Bemerkung:

Wie immer kennzeichnet der Index an den Wellenfunktionen den Eigenwert
und auch die Zugehérigkeit zu einem bestimmten Operator.

Wir berechnen nun die Matrixdarstellung einiger wichtiger Operatoren
beziiglich der Impuls- und Ortseigenfunktionen, wobei wir folgende Notation
verwenden:

Ay = (Up, Ay, Ager = (e, Aber) (8.13)
Damit ergibt sich:
Teer = / dz §(z — E)ab(z — €') = £6(6 — &) (8.14a)
o W R ,
peer = /dz 8z — )7 50z —¢) = T6%5(5 — ¢ (8.14b)

. B /dxe—ipz/hzeip'z/h
pp V2rh  /27h
Lo e’ =p)z/h Lo ,
=15 ] 5 = 157 (8.14c)
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e~ pz/h B 9 eip'z/h

_ o= — / _ / — _ /
ppp'—/dwm 9 T p'é(p—p) pé(p p) (8.14d)

0? ,
(P*)eer = _h23—§26(£ -£) (8.14e)
V(z)eer = V(E)S(E-¢€) . (8.14f)

Ortsfunktionen sind in der Ortsdarstellung, Funktionen des Impulses in der Im-
pulsdarstellung diagonal. Man beachte die Ahnlichkeit von (8.14a) und (8.14d)
sowie (8.14b) und (8.14c). Zum Schlufl dieses Abschnitts gehen wir noch auf
die Entwicklung eines beliebigen Zustandes ¥{z) nach Impuls- und Ortseigen-
funktionen ein.

1) Entwicklung nach Ortseigenfunktionen

W) = [ deceve(a) = [dew(Evee) - (8-152)

Wir wissen schon aus (2.100), daf8 hier der Entwicklungskoeffizient genau
die Ortswellenfunktion ist:

ce = (Y, ) = () - (8.15b)
i1)  Entwicklung nach Impulseigenfunktionen
P(z) = /dpcpwp(w) - (8.16a)

Vergleich mit (2.5)

d .
W) = [ )/

zeigt
cp = (Yp,¥) = 721?_75 e(p) . (8.16b)

Bis auf den Faktor (27%)~1/2 ist ¢p die Fourier-Transformierte ¢(p) der
Wellenfunktion. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Impulsmessung den
Wert p zu finden, ist durch |cp|2 gegeben.

Wie schon in Abschn. 2.9 betont, kdnnen wir in unserem Axiomensystem
auf die in der didaktischen Entwicklung zweckmaBigen Zwischenhypothesen,
da8 |¢(z)|? und |p(p)|? die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir Ort und Impuls
sind, verzichten. Dies ist eine Konsequenz der Form von Orts- und Impuls-
operator und der allgemeinen Ergebnisse fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten
von Observablen in Abschn. 2.9.
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8.2 Zustandsvektoren und Dirac-Notation

Es ist oft niitzlich und tlibersichtlicher, eine Theorie unabhéngig von einem spe-
ziellen Basissystem zu formulieren. Dies 148t sich am Beispiel dreidimensionaler
Vektoren v im Raum IR® (allgemein IR™) erliutern.

Man kann einen Vektor » € IR3 in einem Basissystem {e;} oder einem (von
unendlich vielen) relativ zum ersten gedrehten Basissystem {e}} durch seine
Projektionen auf die jeweiligen Koordinatenachsen charakterisieren (Abb. 8.1):

v=) vie; , v;=¢€;v (8.17)
i

v=) vie; , vi=¢€j-v
i

Der Vektor v bleibt dabei der gleiche, nur seine Komponenten beziiglich der
Koordinatenachsen andern sich beim Ubergang von der Basis {e;} zur Basis
{e!} nach dem Transformationsgesetz

vé = EUJB{L 'ej = ZD”v] . (818)
J J

Die Matrix §' aus Abschn. 8.1. entspricht der Matrix D. Anstatt einen Vektor
v durch seine Komponenten v; in Bezug auf ein bestimmtes Koordinatensy-
stem zu charakterisieren, ist die koordinatenunabhéangige Vektorschreibweise v
vielfach zweckmafiger.

Analog dazu kann man in der Quantenmechanik den Zustand ¥(z) in
verschiedenen Basissystemen darstellen.

P(z) = cntn(z) = /d{ cee(z) = /dpcpgl)p(a:) =... . (8.19)

Diese Darstellungen bezeichnet man als Energiedarstellung, Ortsdarstellung,
Impulsdarstellung, etc., wobei die Energieeigenfunktionen 1y, die Ortseigen-
funktionen t¢, die Impulseigenfunktionen 1, etc. das jeweilige Basissystem
bilden. Die Entwicklungskoeflizienten cn, c¢, cp etc. charakterisieren den Zu-
stand 9 gleichermaflen. Anstatt nun die einen oder anderen der unendlich vielen

Abb. 8.1. Koordinatentransformation
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Komponenten anzugeben, wollen wir eine vom Basissystem unabhéangige Vek-
tornotation (Dirac-Notation) fiir den Zustand einfiihren

Y(z) - [B) | (8.20)

|1 ist ein Vektor in einem unendlichdimensionalen Raum. Fiir spezielle Zust&n-
de verwenden wir noch die abgekiirzte Notation

¥n(z) = (IPn)) =10} Yo —]a)
Fiir einen allgemeinen (beliebigen) Zustand schreiben wir auch kurz | ). Die

Summe von Zustandsvektoren und die Multiplikation mit komplexen Zahlen
ist tiber

(8.21)

e = atpa + Bty — |c) = ala) + B]b) (8.22)

definiert. Insbesondere folgt hieraus fiir die Multiplikation mit 1

Ly =p—1-) = |¢)
und die Addition des Nullelements

Yp+0=10—|)+0=[¢)

Da die Wellenfunktionen 9 (z) einen linearen Raum bilden, bilden die Vektoren
| ) ebenfalls einen linearen Raum.

Anmerkung: Wir stellen hier die mathematischen Definitionen eines linearen Raumes zu-
sammen. Ein linearer Raum S ist durch folgende Eigenschaften definiert!:

la) Falls |a>, lb) € S, dann ist auch die Summe |a> + |b> €S.

b) Mit]e) € S, o € Cgilt: ala) € S.

¢)  Es existiert ein Nullelement 0 mit |a) + 0 = |a .

d) Fur jedes |a> € S existiert das inverse Element |a’> € S mit |a) + ]a’) =0.

2) Fir alle |a), lb) , |c> € S und komplexe Zahlen o, 8 € € gelten folgende Rechenopera-

tionen

a) o) +[b) = [b) +|a) (Kommutativitat)
(la) +18)) + |e} = la) + ([8) + <)) (Assoziativitit)

b) 1:|a)=]a)

o) aBla)) = (a-B)|a) (Assoziativitit)
(a+ B)|a) = ala) + Bla) (Distributivitit)
a(|a) + (b)) = ala) + o|b) (Distributivitat) .

1 P. Dennery, A. Krzywicki: Mathematics for Physicists (Harper & Row, New York 1967)
p. 104
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Das Skalarprodukt zweier Zustandsvektoren |a) und |b) wird eingefiihrt
durch die Definition

(alb) = (a>¥p) - (8.23)

Dualer Vektorraum

Entsprechend der Zuordnung von

€1
% — (62> = [¥) (8.24a)

wollen wir
¥ = (cl, 65, o) o (Y (8.24b)

zuordnen. (3| heifit ,zu |¢) dualer Vektor“. Der Raum der (3| heifit dualer
Raum?. Die Summe im dualen Raum ergibt sich durch die Abbildung

e = "y + BTy — (c| = o™ (a| + B7(D] . (8.25)

Die dualen Vektoren bilden ebenfalls einen linearen Raum. Nun definieren wir
noch das Produkt des dualen Vektors (a| mit dem Vektor |b). Wir bezeichnen
es mit (a||b}, oder meist verkiirzt {a|b) und fithren es ein durch die Definition

(alb) = (Ya,¥s) - (8.23)

(a|b) kann also als Produkt von {(a| und [b) oder als Skalarprodukt von |a) und
|b) gelesen werden.

Eigenschaften des Produktes bzw. Skalarproduktes

(a|b)* = (b]a) (8.26a)

{alay>0 , 0 dann und nur dann, wenn |a) =0 ist . (8.26b)

[{a|b}]? < (ala)(b]b) Schwarz-Ungleichung (8.26¢)
Fir |c) = ala) + B|b) gilt

(dle) = a{d|a) + B(d|b) (8.26d)

(c|dy = a*{ald) + 8*(b]d) . (8.26¢)

2 Mathematisch prazise fithrt man die dualen Vektoren iiber das lineare Funktional
¥ — fy(v) = (¥, p) ein. Diese Funktionale sind linear: fy(awa +Bpp) = o fy(wa)+Bfp(0s)
und bilden einen linearen Raum: a*¢* + v*0* — foy4yo = a* fy + v* fo. Mit der Notation
fo = <¢| ergibt sich das Produkt fy(¢) = lztﬁlcp
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Das Produkt ist linear bezliglich des rechten und des linken Faktors.

Aus dem englischen Ausdruck fiir Klammer ,bracket® und der Notation
fir das Produkt (a|b) leitet sich die Ausdrucksweise bra- und ket-Vektor fiir (|
und | ) ab (Dirac-Notation ).

Einige wichtige Skalarprodukte sind

(nlm) = bnm , (€Y =06(6~¢) , () =8p-p) , (827

ip¢ /R e—ipt/h

(Elp)y = (&) (E|P>=\/—5;—g » (pl&) = Joh (8.28)

Die Entwicklung eines Zustandes nach Basisvektoren stellt sich in der Dirac-
Notation folgendermaflen dar:

) =Sealn) o on=(nlp)
= [aew(le) , w(©) = (&) |
= [dpeyl) . e =oly) (8.29)

Operatoren

Nun missen wir auch noch Operatoren in unserem allgemeinen Zustandsraum
einfithren. Gegeben sei ein Operator A im Raum der Wellenfunktionen (Orts-
raum). Dieser mdge die Wellenfunktion 4 in 1 tberfithren

Atpa =y . (8.30a)
Dann schreiben wir dafiir in der basisunabhéngigen Notation
Ala) = |b) . (8.30b)

Die Wirkung des Operators A im Vektorraum ergibt sich aus seiner Wirkung
in der Ortsdarstellung (8.30a) wie folgt

Ala)y =3 [n)(n|b) = 3 |n)(vbn, Atha) (8.31)

wobei |n) eine beliebige Basis ist.

Projektionsoperatoren

Eine wichtige I{lasse von Operatoren sind die Projektionsoperatoren, die durch
die Eigenschaft

Pl=p (8.32)

charakterisiert sind.
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Den Projektionsoperator, der einen beliebigen Zustand [¢) auf den nor-
mierten Zustand |a) ({a|a) = 1) projiziert, bezeichnen wir mit Pg:

Paly) = (aly}|a) = |a)(al®)
Wir konnen P, also darstellen durch

P, = |a)(a| . (8.33)
P, ist tatsichlich Projektionsoperator, da P2 = |a){a|a){a| = |a){a] = P,. Wir
nennen |n) ein vollstindiges Orthonormalsystem, wenn die n(z) ein solches
bilden. Fiir ein vollstandiges Orthonormalsystem gilt

(n|m) = bnm (8.34a)

2y nl=1, (8.34b)

n

wo 1 der Einheitsoperator ist. Die Orthogonalitatsrelation folgt aus der Defini-
tion des Skalarproduktes und der Orthogonalitdt der v, und die Vollstandig-
keitsrelation aus der Entwickelbarkeit eines beliebigen Zustandes |¢)

) = 3 1) (s ) = 3l ) = (Z |n><n|) %)

Aus der Vollstandigkeitsrelation (8.34b) kann man sofort wieder jene der Wel-
lenfunktionen herleiten:

S (@) = el Sl )Ie') = (el = 6z — )
Analog gilt im Kontinuum

Jaiexe=1 . [dpoi=1 . (8.35)

Unter zweimaliger Verwendung der Vollstandigkeitsrelation (8.34b) kénnen wir
einen beliebigen Operator A durch seine Matrixelemente darstellen

A= |n)(n|Alm)(m| = 3 (n|A|m)|n)(m| = 3 Anm|n)(m|. (8.36)

Bis jetzt ist in einem Matrixelement der Art {c|A|e) die Wirkung von A
nur nach rechts definiert. Wir definieren (c|4 durch

(clA =3 {c|Aln)(n] . (8.37)

Damit ist die Wirkung eines Operators nach links zurtickgefiihrt auf seine Wir-
kung nach rechts. Zusammen mit der Vollstandigkeitsrelation impliziert dies:

({c|A)la) = {cl(Ala)) . (8.38)
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Definition des adjungierten Operators

Der zu B adjungierte Operator B t ist definiert durch '

(a|B|b)* = (3| B|a) . (8.39)
Dann folgt aus der Gleichung

|d) = Blc) = Xn: [n}{n|B|c) (8.40a)
fiir die bra-Vektoren

(dl = ¥ (n|{n|Bl)* = 3" (nl(c|B|n) = (c|BT . (8.40b)

n n
Hierzu ein Beispiel: Fir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a
und ol des harmonischen Oszillators gilt

aln) = n|n—1) und afln)=\/n+1|n+1)
Aus der letzten Relation folgt:
(rla=vn+1{n+1| ,

d.h. der Vernichtungsoperator a wirkt nach links wie der Erzeugungsoperator
nach rechts.

Definition: Der Operator A heifit hermitesch, wenn At = A,

8.3 Axiome der Quantenmechanik

Die Grundlagen der Quantenmechanik lassen sich in den folgenden Axiomen
zusammenfassen:

I) Der Zustand eines Systems wird beschrieben durch den Zustandsvektor

K22

II) Den Observablen a entsprechen hermitesche Operatoren A, wobei der
Observablen f(a) der Operator f(A) entspricht.

III) Die Mittelwerte der Operatoren sind gegeben durch (A) = (¢|A|¥).

IV) Die Zeitentwicklung wird durch die Schrédinger-Gleichung bestimmt3

i [,1) = 1) . (8.41)

V) Bei Messung von A geht das System, wenn a, gemessen wurde, in |n)
iber. Dies nennt man Reduktion des Wellenpaketes.

3 Wir kénnten hier auch die gewohnliche Zeitableitung verwenden, da im Zustand |1,(), t) als
einzige unabhangige Variable t aufscheint.
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Aus (II) und (III) und Abschn. 2.9 folgt: Befindet sich ein System im Zu-
stand

[¥) =3 cnln) mit cn=(nl$) ,

wobei |n) die Eigenzustande von 4 sind, A|n) = an|n), so gibt len|? die Wahr-
scheinlichkeit dafiir an, bei einer Messung von A den Eigenwert a, zu finden.
Dies beinhaltet auch die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion

#(z).

Fiir die stationdren Zustinde

[, t) = e 1Et/R ) (8.42)
ergibt sich aus (8.41) die zestunabhdingige Schrédinger-Gleichung fur |¢)

H|p) = Elp) . (8.43)

Nun leiten wir aus der basisunabhingigen Schrédinger-Gleichung (8.41) die
verschiedenen Darstellungen her.

8.3.1 Ortsdarstellung
Die Ortswellenfunktion erhalt man durch Projektion auf |z) (8.28) als
(|, t) = 9(z,1)

Der Ortseigenvektor (x| ist zeitlich konstant. Wir multiplizieren damit die
Schrodinger-Gleichung (8.41) von links

5 0 ' Iy
iz (ali,t) = [ do'(z]H|a') o' [,1)

- /dz' [ - -2% 5%5@ — &)+ V(2)8(z — x')] b 1)

wobei wir (8.14e) und(8.14f) verwendet haben; somit:

2 2
ih%zp(x,t) = [ - 2% ;%—2 + V(x)] Plz,t) . (8.44)

Dies ist unsere wohlbekannte Schrédinger-Gleichung fiir die Wellenfunktion.
8.3.2 Impulsdarstellung
Mit

(plio,ty = eplt) = w(p, t)/V2rh  folgt

i ep(t) = [ ' G100
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Verwenden wir (8.14d) und (8.14f)

2
GlH|P)Y = 2=6(p—p') + [ dzda’ (pl)(z|V (2)]|2") (' |p)
2m

2
P e —i(p—p)z/h
=L sp-p)+ / dz V(z)e z/h 1ok

erhalten wir mit der Fourier-Transformierten des Potentials

Vig) = /d:c e~95/hy (1)

die Schrodinger-Gleichung in der Impulsdarstellung

., 0 P dp’ - Mol n!
ihzo(p,t) = 2o, ) + [ V(- e, t) (8.45)

Das ist i.a. eine Integro-Differentialgleichung. Den Potentialterm kénnen wir
unter Verwendung von

e=iPe/hy(4) = v (_ h _5_) o—ipe/h
1 Op

auch in der Form
/d:v /dp'e_i(p_pl)z/hV(m)np(p',t)/27r7i

RO\ fdedp _y_
:1/(_i_51;> 275-6 (P=P")2/h (! 1)

=V(—?a%> e(p,t)

schreiben und erhalten aus (8.45)

5200 = [E v (2ot )

8.3.3 Darstellung beziiglich eines diskreten Basissystems

Wenn wir den Zustand auf ein diskretes Basissystem projizieren, erhalten wir

(], 1) = en(t)
D (1) = 3 (ol o 1,1
y
Die Schrodinger-Gleichung ist dann das folgende lineare Gleichungssystem
ih%cn(t) =Y Hppeme(t) . (8.47)
!
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Fiir ein Basissystem mit diskretem und kontinuierlichem Spektrum ist > .
durch S, zu ersetzen.

8.4 Mehrdimensionale Systeme und Vielteilchensysteme

Bisher wurden in diesem Kapitel nur eindimensionale Systeme behandelt. Der
Zustandsraum wurde durch die Ortseigenvektoren |§) aufgespannt, ein beliebi-
ger Zustand war gegeben durch

[y = [ de(o)le)

In dreidimensionalen Systemen haben wir fiir die drei kartesischen Komponen-
ten die Basisvektoren

|€2> ) |§y) ’ ‘£Z> . (848)

Ein Zustand, der ein Teilchen am Ort € charakterisiert, ist durch das direkte
Produkt dieser Basisvektoren gegeben

1€) = 1€&2)1€)1E2) - (8.49)
Es gilt:

zil€) =&l€) ; i=z,y,z

(€lgy =6 -¢) . (8.50)
Ein allgemeiner Zustand ist gegeben durch

) = [d*ewie)le) . (8.51)

Sind |§;) 7 = 1,2, ..., N Einteilchen-Ortseigenzustande, so kann man den
N-Teilchen-Zustand schreiben als

61,62, - EN) = 1EDIE) - 1EN) - (8.52)

Die zugehorige Orthonormalitéatsrelation lautet

(€1,€2 . Enl€1, &2 &) = 6%(&1 — €1 ... 8% (En — &)

Beliebige Zustinde erhalt man durch Superposition der Ortseigenzustande
(8.52). Somit ist klar, dal die Formeln der vorhergehenden Abschnitte in diesem
Kapitel auch entsprechend fiir héhere Raumdimensionen und Mehrteilchensy-

steme gelten, wobei {, z etc. als Kurzform fiir die Gesamtheit der entsprechen-
den Variablen stehen.
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Anmerkung: Erganzungen zum direkten Produkt: Seien ugl)

(2)

Ni-dimensionalen Vektorraumes, und v;*’, j = 1, ... N2 Elemente eines N3-dimensionalen

i
Vektorraumes, dann spannt deren direktes Produkt UE})ng)

,1=1, ... Ny Elemente eines

einen N; * Na-dimensionalen
Raum auf. Im Zustandsraum 1 der Zustande |1> mogen Operatoren A1 und im Zustandsraum
2 der Zustande |2> Operatoren Ay wirken. Im direkten Produktraum der Zustande |1, 2) =
|1>|2) wirken dann Operatoren A; ® A,, wobei

(1,2)4: ® 42|17, 2') = {1| A1 |V ){2]| A5]|2") .
Dies entspricht der Definition des direkten Produktes von Matrizen. Dem Operator A;
entspricht im Produktraum A; ® I und dem Operator Ay entspricht im Produktraum

I ® Ap, wobei I; der Einheitsoperator im Zustandsraum ¢ ist. Es gilt A1 B; @ Cy Dy =
(A1 ® C2)(B1 ® D2).

8.5 Schrédinger- und Heisenberg-Darstellung

8.5.1 Schrodinger-Darstellung

Wir setzen voraus, dafl der Hamilton-Operator H zeitunabhangig ist. Die Ver-
allgemeinerung auf zeitabhangiges H wird in Kap. 16 erfolgen. Die Zeitentwick-
lung des Zustandes |1,t) wird dann durch die Schrédinger-Gleichung

0
ihol,t) = Hl, 1) (8.53)
bestimmt, welche durch

|, t) = e Ry, 0) (8.54)

formal gelost wird.

Diese von uns bisher immer benutzte Darstellung der Quantentheorie nennt
man die Schrédinger-Darstellung, oder man spricht auch vom Schrodinger- Bild.
Die Zustdnde hangen von der Zeit ab, wahrend die den physikalischen Obser-
vablen entsprechenden Operatoren, abgesehen von expliziter Zeitabhangigkeit,
zeitunabhéngig sind. Insbesondere sind Operatoren wie @, p, L etc. zeitun-
abhingig.

8.5.2 Heisenberg-Darstellung

Im Heisenberg-Bild andererseits folgen die Operatoren einer Bewegungsglei-
chung. Ausgehend von Operatoren A im Schrodinger-Bild definiert man die
Heisenberg-Operatoren

Ay = flt/h gl (8.55)
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Durch eine elementare Rechnung erhilt man aus dieser Definition die Heisen-
berg-Gleichung fiir den Operator Ay
d i

__AH-__-

0
7 h[H, Aul+ =A4n . (8.56)

ot

Der letzte Term 0Ay /0t tritt nur dann auf, wenn der Operator A explizit von
der Zeit abhéngt, wie das etwa in Gegenwart eines zeitlich periodischen dufleren
Feldes der Fall ist. Im letzten Term wurde bentitzt

(H/h (?)%A(x’p’ ___,t)> o—iHt/h

%] oA -
= EZA(QC}I(t)’PII(t)a cot) = 71{ : (8.57)

Hier haben wir die Operatorfunktion A in eine Potenzreihe entwickelt und
zwischen jedem der Faktoren der ausmultiplizierten Potenzen

1= exp{—;—;Ht}exp{%Ht}

eingefiigt.
Der Heisenberg-Zustandsvektor ist definiert durch
[y =T 1) (8.58)

Der Vergleich mit (8.54) zeigt, da8 |+, t)}; identisch mit dem Anfangswert des
Schrodinger-Zustandes |4, 0) und deshalb zeitunabhéngig ist, was man Ubrigens
auch so sieht:

0 _ i iHtR iHt/h 1 _
5V = g HET Y ) + T Hp, 1) =0 (8.59)

Diese beiden Beschreibungen hingen durch eine unitidre Transformation zu-
sammen und ergeben natiirlich die gleichen physikalischen Resultate. So ist der
Mittelwert der Observablen A gegeben durch

(. t|Al,t) = (DlgAu(id)y

wobei wieder exp { —1Ht/h} exp {iHt/h} = 1 eingefiigt wurde. Die Zeitabhén-
gigkeit des Mittelwertes kommt im Schrodinger-Bild vom Zustand und im
Heisenberg-Bild vom Operator.

Wir konnen die Heisenberg-Bewegungsgleichung (8.56) auch in der Form

d i 7] )
oA = plHu, Aul + 5, 4n (8.56')
schreiben, da offensichtlich
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ist. Bentitzen wir noch, dafl H eine Funktion von z, p etc. ist, folgt auch
Hy = H(z,p) = H(zu(t),pu(t)) - , (8.61)
Betrachten wir als Beispiel den eindimensionalen harmonischen Oszillator:

1 mw?
H=_—"7p?
Pt 5

$C2
Hier sind die Bewegungsgleichungen

) i 1
TH g[HH, ry] = —PH

. i
pH = E[HHJ)H] = —mwlzy (8.62)
in der Struktur analog den klassischen.

Erhaltungssatze

Wie in der klassischen Mechanik gelten bei entsprechender Symmetrie des Sy-
stems Erhaltungssitze fiir den Hamilton-Operator, den Drehimpuls und den
Impuls. In Tabelle 8.1 sind diese Erhaltungssatze samt den Erzeugenden der
zugehorigen Symimetrieoperationen zusammengestellt.

Der Drehimpuls und der Impuls von N Teilchen sind durch

N N
Ly= ) @0 X Pog > Pu= D Pnu (8.63)
n=1 n=1
definiert.
Fir translationsvariante Systeme gilt auch der Schwerpunktsatz
1
Ry(t) = MPH -t+ Ry(0) wobei (8.64)

Tabelle 8.1. ErhaltungsgroBen und Erzeugende der Symmetrieoperationen

Erhaltungsgrofie Erzeugende von

H (d/dt)Hy = i[Hy, Hu]/h =0 fir zeitunab- Zeittranslation
hangigen Hamil-

ton-Operator e—iH/R

L (d/dt)Ly; = i[Hu, Ly]/h = 0 fir rotations- Rotation
invariantes Pro-
blem elv L

P (d/dt)Py = i[Hy,Py]/h =0 fur transla- Translation
tionsinvarian- .
tes Problem els" P
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1 N N
Ry(t) = i S mpzpg und M=) my

n=1 n=1

der Schwerpunktsoperator und die Gesamtmasse sind.

8.5.3 Wechselwirkungsdarstellung (Dirac-Darstellung)

Fiir Probleme, deren Hamilton-Operator
H=Hy+V(@) (8.65)

in einen zeitunabhingigen Teil Hy und eine eventuell zeitabhingige Stérung
V(t) zerlegt werden kann, ist die Wechselwirkungsdarstellung als Ausgangs-
punkt fir die zeitabhingige Stérungstheorie zweckmaflig (Abschn. 16.3).

Die Zustiande und Operatoren in der Wechselwirkungsdarstellung sind
durch

[,y = e Ho/Pyp 1y und (8.66)
Ap(t) = eHot/h 4(4)e~1Hot/R (8.67)

definiert. Diese gentigen den folgenden Bewegungsgleichungen:

ih -2, 1), = Vi(Ol, By und (8.68)

2 A1(0) = S lHo, AO] + 2 Ax(t) (5.69)

Die Wechselwirkungsdarstellung liegt gewissermaflen zwischen der Schro-
dinger- und Heisenberg-Darstellung, da die Zustande und die Operatoren zeit-
abhingig sind. Die Zustinde bewegen sich aufgrund des Storanteils des Hamil-
ton-Operators und die Operatoren aufgrund des freien Teils Hy.

8.6 Bewegung eines freien Elektrons im Magnetfeld

Als Beispiel fiir die Verwendung der Heisenberg-Darstellung und zur Komplet-
tierung der freien Bewegung im Magnetfeld, kntpfen wir an Abschn. 7.7 an.
Wir lassen nun den Index H weg. Der Hamilton-Operator

H=—L1 ( - fA(a,-)) 2 (8.70)

2m c

fihrt mit den Vertauschungsrelationen (7.12) und (7.13) auf die Bewegungs-
gleichungen
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me = %[H,ma:] =p- %A(:c) (8.71)
Lo . e,

Aus (8.71) ist nun auch in der Quantentheorie klar, warum wir diese Grofle als
kinetischen Impuls bezeichneten.

Wir legen B in die z-Richtung, B = (0,0, B), und betrachten nur die
Bewegung senkrecht zu B. Dann kénnen die beiden Bewegungsgleichungen

B B
mE| = —fy |, miy = —%:&1 (8.73)
C

kompakt in der Form
I = —weTE (8.73"

geschrieben werden, wobei

zz(“) und r:<_?1 (1)) D=2 B gy

T2 me me
Das erste Integral von (8.73') ist wegen 72 = —1
£(t) = e” " E(0) = (cos wet — T sin wt)#(0) (8.75a)

und schliefflich die Lésung
2(t) = X +w; lre e Tti(0) . (8.75b)

Es gilt #(t)2 = £(0)?, eine Folge der Energieerhaltung. Die Lésung ist formal
identisch mit der klassischen, nur daf8 die Integrationskonstante X ein Ope-
rator ist. Im klassischen Fall ist X = (§;) der Mittelpunkt der kreisformigen
Bewegung

(z(t) — X)? = w7 22(0)2 . (8.76)

Wir werden sofort sehen, daf3 X1 und X9 nicht kommutieren und deshalb der
Mittelpunkt der Bahn quantenmechanisch nicht beliebig scharf definiert ist.
Verwenden wir die Eichung

A= g(‘z?) (8.77)

so ergibt sich fiir die Operatoren # und X aus (8.71), (8.75a) und (8.75b)
me= ()2 () -G+ () o7
p2/)  2c\ 1z P2 2 \z
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oo ()2 ()
9 mwe 9 2 Ty
_lfzy 1 (P2 (8.79)
C2\xy) mwc\-p1) '

Neben der schon aus (7.30) bekannten Vertauschungsrelation

[may, mig] = 1B (8.80a)
gilt auch
ih .
[Xl,X2] = — , [X,',.’Ej] =0 . (8.80b)

C

Deshalb kann man statt der kanonischen Variablen 21, p; und z9, ps auch 9, 21
und X7, X9 verwenden. Dies fihrte uns in Abschn. 7.7 auf die Einfiihrung von

_ ma+im  m(dg +idy)

= 8.81
V2h V2hwem ( )

Wir haben dann wieder den harmonischen Oszillator
H = hw, (aTa + -%) (8.82)

vor uns mit den Eigenzustanden
109, ..., In) = —=(at)"]0) . (8.89)
yor ey \/-T;,- Yoo s .

Zur expliziten Berechnung von g filhren wir noch die Definitionen

T9 iz _PpFin

Tt = 7 y Px V) (8.84)

ein. Auch diese Operatoren geniigen kanonischen Vertauschungsrelationen

[x:i:ap:i:] =ih ) [xzi:,Pq:] =0 . (885)
Aus (8.78) und (8.81) folgt

a ==

1 ( B imwcx ) _ 1 (_7'1 0 3 imwcac
Vhwem P- 5 Y]~ VEBwem \1 Oz 2 ’
und mit der charakteristischen Lange

h

Mwe

ro =

schliellich
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a =-—1—-1—(x+—}—2r% 3) und

2rg 1 Oz ( )
. ‘ 8.86
t o3 (p _o2 0
a 27‘0 (:c_ 27‘0 ax+) .

Dann ergibt sich fiir den Grundzustand

6 T4

die Wellenfunktion

T

o = exp { - 2_:? } flz4) . (8.87)

Wir kénnen 1 nicht zur gemeinsamen Eigenfunktion von X1 und X9 machen,
sondern nur zur Eigenfunktion von

X2+ X2=2X X_ 413 . (8.88)
Dabei ist
Xo+iXy
Xy =220 8.89
+ \/i ( )
(X, X_]=—-r3 . (8.90)

X+ entspricht einem Erzeugungsoperator (vergleiche (3.6)), der den Eigenwert
von Xl2 + X22 um 27‘(2) erhdht.

Die Eigenfunktionen, die zum kleinsten Eigenwert von Xl2 + X22 = 7.(2)
gehoren, bestimmen sich aus der Bedingung

X_|ny=0 . (8.91)

Da X und z kommutieren, ist dies dquivalent zu X_|0) = 0. Mit

1 8
Xe= (= 2 7

folgt dann

—o- (1 2 0 T_T4
T

Die Losung ist

f(z4) = const
Yo = N.e @/4r5 (8.92)
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wobei N ein Normierungsfaktor ist und ¢ = (22 + w%)l/ 2. Anwendung von af
liefert:

n 2 2
Yo ~ - 2_8_) { _ __9__} ~ n {—_Q__}
(a')"o (x— 2rg B2y exp p (2z-)" exp p>

1 .
= v L ing n _e 8.93
Yn e exp { p } (8.93)

Die tibrigen Eigenfunktionen erhalt man durch Anwendung von X4
Xkp, kE=1,2,... . (8.94)

Diese sind entartet und fallen alle in das Landau-Niveau mit dem Energieeigen-
wert

Ep=hw(n+1) . (8.95)
Die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den Zustanden (8.93) ist
elbn|® ~ g€ /318

deren Maximum sich aus

2n+1 0
-5 =0
4 To

d 2
d_g( olénl )~
ergibt, also

o=rov2n+1 . (8.96)

Klassische Kreisbahnen werden durch ein geeignetes Wellenpaket der Form

2
/dn exp { — in(twe — ¢)}g(n)e" exp { - f:g}

beschrieben, fiir welches folgt v = wcp.
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9. Spin

9.1 Experimentelle Entdeckung des
inneren Drehimpulses

9.1.1 ,Normaler* Zeeman-Effekt
In Abschn. 7.3 erhielten wir fiir Elektronen in einem Magnetfeld B den Wech-
selwirkungsterm

e

Hint = -

B-L=—-u-B . .
2mec a (9.1

Hier ist das magnetische Moment

e
=—10L 9.2
H= ome (9:2)
und somit das gyromagnetische Verhaltnis e/2mc. Dieser Beitrag zum Hamilton-
Operator spaltet die 2/ + 1 Drehimpulszustande entsprechend

ppBmy (9.3)

auf, wobei m; die Werte —I, ..., [ durchliuft. Experimentell findet man jedoch,
daf in Atomen mit ungerader Ladungszahl Z die Aufspaltung so ist, als ware
my halbzahlig. Auerdem ist entgegen (9.3) die Grofle der Aufspaltung fiir
verschiedene Niveaus verschieden.

9.1.2 Stern-Gerlach-Experiment

Im Stern-Gerlach-Experiment durchmifit ein Atomstrahl ein inhomogenes Mag-
netfeld (Abb.9.1). Aufgrund von (9.1) ist die Kraft auf ein Atom

0B,

8z
Man wiirde nach dem Bisherigen eine Aufspaltung in eine ungerade Anzahl
(genauer 21 + 1) von Strahlen erwarten. Das Experiment wurde von O. Stern
und W. Gerlach im Jahre 1922 mit Silberatomen durchgefiihrt. Silber hat eine
kugelsymmetrische Ladungsverteilung plus einem 5s-Elektron. Demnach ist der
Gesamtdrehimpuls von Silber Null, | = 0; es wiirde also keine Aufspaltung auf-
treten. Ware das Elektron der 5. Schale in einem 5p-Zustand, dann hitte man

K =V(uB) = p, (9.4)
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7 :
_.._.>._
Atomstrahl % \

Magnet Schirm

Abb. 9.1. Stern-Gerlach-Experiment

eine Aufspaltung in drei Strahlen zu erwarten. Das Experiment gibt eine Auf-
spaltung in zwei Strahlen. Folglich muf das Elektron einen inneren Drehimpuls
(Spin ) besitzen, verbunden mit einem gyromagnetischen Verhaltnis e/mc.

Einige historische Bemerkungen:

Pauli: ,Die Dublettstruktur der Alkalispektren, sowie die Durchbrechung des Larmor-Theo-
rems kommt durch eine eigenttiimliche, klassisch nicht beschreibbare Zweideutigkeit der quan-
tentheoretischen Eigenschaften des Leuchtelektrons zustande“!.

Compton schloB schon 1921 aus den Eigenschaften von Ferromagnetika, dafl das Elek-
tron ein inneres magnetisches Moment besitzen miisse?.

Uhlenbeck und Goudsmit: ,Das Elektron rotiert um seine eigene Achse mit dem Dreh-
impuls k/2. Fiir diesen Wert des Drehimpulses gibt es nur 2 Orientierungen fiir den Dreh-
impulsvektor. Das gyromagnetische Verhaltnis ist fir die Eigenrotation doppelt so grof§ wie
fiir die Umlaufbewegung“3.

Zusammenfassend kann man sagen, dafl das Elektron einen inneren Dreh-
impuls (genannt Spin) besitzt, der in einer beliebig vorgegebenen Richtung
nur die Werte +%/2 und —//2 annehmen kann. Zum magnetischen Moment
kommen wir in Abschn. 9.5 zurick.

Auch die anderen Elementarteilchen haben einen Spin. Fermionen besitzen
halbzahligen, Bosonen ganzzahligen Spin (inklusive Null). (Siehe 13.1.1.) Wir
entwickeln im weiteren die Theorie fiir Spin 1/2-Fermionen.

9.2 Mathematische Formulierung fiir Spin 1/2

Der Spinoperator sei § = (Sz, Sy, S2). Sei nun e ein Einheitsvektor, dann hat
nach Abschn. 9.1 S-e nur die beiden Eigenwerte +#%/2, d.h.

h
S-ele, ) =:t-§|e,:i:) . (9.5)
! W. Pauli: Z. Phys. 31, 373 (1925)
2 A.H. Compton: J. Franklin Inst. 192, 144 (1921)

3 G.E. Uhlenbeck, S. Goudsmit: Naturwiss. 13, 953, (1925); Nature 127, 264, (1926).
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Man kann 0.B.d.A. e = e3 wihlen und folgende Bezeichnungsweise einfithren:

I
1)

Die Eigenwertgleichung lautet dann

DY _ 2 (D
5 (m =2(-y) - (07
Da der Spin eine physikalische Observable ist, ist S, ein hermitescher Operator

und die zu verschiedenen Eigenwerten gehérenden Zustande |1) und |]) sind
orthogonal, also

les, £) = { (9.6)

(Hy=0 . (9.8a)
Auflerdem normieren wir sie auf eins:
am=dH=1 . (9.8b)

Gemif dem vorangestellten Postulat geniigen die S; Drehimpulsvertauschungs-
relationen

[Si, Sj] = iheiju Sk » [S:,Se]=+hSx , [S4+,5-]=2RS, . (9.9)
Hier ist

Si =S, +iS, (9.10a)
mit der Umkehrung

Sy = %(S,L 4S5, S,= %(s+ ~5) . (9.10b)

Fiir Spin § = 1/2 hat S? den Eigenwert A2 .3/4:
STy = §821m)

S0y = 3R21L) O
Aus (5.15) folgt mit I —1/2 und m — +1/2

S+l =r1) , S-lI)=0

Wir konnen nun die Spinoperatoren in der Basis der Zusténde |1) und ||) durch
folgende Spinmatrizen

e (TSI IS
5 S"(m&m <1|Si|1>) (9.13)
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darstellen. Wir erhalten unmittelbar aus (9.12)

0 1 0 0 h
sen(D 1) L san(20) L st

Fihren wir die Pauli-Spinmatrizen durch
S = ga (9.15)

ein, so ergibt sich fiir diese

az=((1) é) , gyz(? ?) , 02:(3 _01) . (9.16)

Wir haben hier erstmals ein Beispiel eines endlichdimensionalen Zustandsrau-
mes vor uns. In der Basis |T), ||) ist S, diagonal. Hatten wir als Basis die
Zustande ey, +) mit e, = (1,0,0) gewahlt, ware .S; diagonal.

9.3 ‘Eigenschaften der Pauli-Matrizen

Wir stellen hier die Eigenschaften der Pauli-Spinmatrizen zusammen:

02 =02 =02 =1 (1= Einheitsmatrix) (9.17a)
[02,04] = 2i0, und zyklisch (9.17b)
{5,094} =0 und zyklisch (9.17¢)
00y = —0y0gy =10, und zyklisch (9.17d)
Og0y0, =i-1 (9.17e)
Spoz =Spoy =Spo, =0 (9.17f)
Det oy = Det oy = Deto, = —1 . (9.17g)

Der Beweis dieser Relationen kann ohne explizite Beniitzung der Darstellung
(9.14) gefithrt werden.

Aus (9.7) folgt, daB S2[1) = (A/2)?|1) und ebenso fiir ||). Somit ist 62 = 1.
Da die Einheitsmatrix invariant bleibt bei Transformation in eine andere Ba-
sis, und die z-Richtung nicht vor den anderen ausgezeichnet ist, folgen auch
die iibrigen Identitéten in (9.17a). Gleichung (9.17b) folgt aus den Spinvertau-
schungsrelationen, und (9.17c) sieht man aus

0= 53 =(Sz +iSy)? = 52 — S2 +i{S%, Sy} = i{Sz, Sy}
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Addiert man (9.17b) und (9.17¢), ergibt sich (9.17d). Aus (9.17d) und (9.17a)
folgt (9.17e). Da o, wegen seiner entgegengesetzt gleichen Eigenwerte ver-
schwindende Spur und auflerdem Determinante —1 besitzt, folgen (9.17f) und
(9.17g).

Die Relationen (9.17a,b,c) kénnen kompakt in der Identitat

005 = 6,'j + ie,-]-kak (9.18&)
zusammengefafit werden, aus der unmittelbar
(c-a)o-b)=1a-b+ioc-(a X b) (9.18b)

fiir beliebige mit o vertauschende Vektoren a und b folgt.

9.4 Zustande, Spinoren

In der bisher benutzten Basis {|1),|l)} schreibt sich ein allgemeiner Spinzu-
stand als

1) =ai|?) +a-]l) (9.19)
mit komplexen Koeffizienten a4. Die Normierung verlangt
lag |2+l ?=1 . (9.20)

Dieser allgemeine Zustand | ) kann auch durch zweizeilige Spaltenvektoren dar-
gestellt weden, deren Koeflizienten durch die Projektion auf das Basissystem

{I1),11)} gegeben sind:

X = (Zf) (9.21a)

ar=(1) : a—={l) . | (9.21b)

Den Vektor x bezeichnet man als Spinor. Die Basisspinoren lauten dann

X+ = (é) y X- = ((1)) : (9.22)

Die Vollstandigkeitsrelation fiir die Basis des Spin-1/2-Raumes 148t sich ent-
weder schreiben als

M+ dlI=1 (9.23a)
oder in Matrixdarstellung als
1 0

X+Xi + X—XT_ = (0 1) . (9.23Db)
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Die Orthonormalitétsrelationen wurden schon in (9.8a) und (9.8b) zusammen-
gefafit.

9.5 Magnetisches Moment

Wie in Abschn. 7.3 erldutert wurde und auch schon aus der Elektrodynamik
bekannt ist, ist mit dem Bahndrehimpuls L eines Elektrons ein magnetisches
Moment

€
MBahn = 5—L (9.24)

verbunden. Es gibt nun keinen Grund zu vermuten, dafi das magnetische Mo-
ment aufgrund des Spins pgy,;, im gleichen Verhéltnis zu S steht wie (9.24).
Wir schreiben deshalb

Kspin = 95— (9.25)

wo g der Landé-Faktor oder auch gyromagnetische Faktor ist. Die in Ab-
schn. 9.1.1 genannte Analyse des Zeeman-Effekts, der in Kap. 14 im Detail be-
sprochen wird, zeigt fir Elektronen ndherungsweise

g=2 . (9.26)
Das gesamte magnetische Moment des Elektrons ergibt sich damit zu
€ e
# = HBahn + Hspin = %(L +28) = %’E(L +oh) (8.27)

und die gesamte Wechselwirkungsenergie mit dem Magnetfeld ist
L
Hyy=—pB=pup —ﬁ+6 B . (9.28)

Anmerkungen:

1) Aus der Dirac-Gleichung, der relativistischen Wellengleichung fiir Fer-
mionen, folgt exakt g = 2.
ii)  Die quantenelektrodynamische Korrektur bis O(a®) ergibt

2 3
g =2 (1 +o= - 0.328478445(3> + 1.183(11)<3> )
2n ™ T

= 2.002319304718(564) (9.29)

(a: Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante).
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Der experimentelle Wert stimmt damit bis zur siebenten Dezimale iiberein,
der Unterschied kann von a*-Korrekturen kommen.
Das Kern-Magneton ist durch

(9.30)

definiert, wo m, = 1.6726 X 10730 g die Masse des Protons ist. Wegen der
groBeren Masse des Protons ist ug = 0.505 X 10723 erg/G ~ 1073 up etwa
ein Tausendstel des Bohrschen Magnetons. ug ist die charakteristische Grofle
fir den Kern-Magnetismus und fiir die magnetischen Momente der Nukleo-
nen. Das gyromagnetische Verhaltnis des stark wechselwirkenden Protons ist
gproton = 9.59. Auch neutrale Teilchen wie n, 4, X9 besitzen ein magnetisches
Moment. Dieses rithrt von der inneren Ladungsverteilung, die aus dem Aufbau
der Hadronen aus Quarks verstandlich wird, her. Fiir das Neutron n ist

py = —3.832;"“05 . (9.31)

Fir das Deuteron ist upeyt = 1.7uK, dh. fpeut & Hprot + BNeutr- Di€e Spins
von Proton und Neutron sind im Deuteron parallel, der antiparallele Zustand
fiihrt zu keiner Bindung.

9.6 Raumliche Freiheitsgrade und Spin

Der Spin ist ein zusatzlicher Freiheitsgrad, der unabhangig von den rdumlichen
Freiheitsgraden ist. Spin und Ort (oder Impuls) kdnnen gleichzeitig und un-
abhingig voneinander scharfe Werte haben, d.h. die entsprechenden Operato-
ren kommutieren:

[S,2] =0 , [S,p]=0 , [S,L]=0 . (9.32)

Der Gesamtzustand wird aus dem direkten Produkt von Orts- und Spineigen-
zustdnden aufgebaut. Als Basis kann man die Zustande |x)|T) bzw. |x)}|])
wahlen. In dieser Basis ist ein allgemeiner Zustand |?) durch

12) = [ & (v+(@)|2)[1) + p-(@)|2)1)) (9.33)
gegeben. Die Projektionen auf Orts- und Spin-Eigenzustande sind

(2|@) = P4 (2)I1) + ¥-(2)I1) (9.34a)

(=) =yi(z) , (=) =2y_(z) . (9.34b)
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Die Groflen |¢+(_)(m)|2 geben die Wahrscheinlichkeitsdichten dafiir an, das
Teilchen an der Stelle 2 mit Spin in positiver (negativer) z-Richtung zu finden.
Die Normierungsbedingung lautet:

@12 = [ Pa(lp+(@) + =) =1 . (9.35)

So wie im Abschn. 9.4 kénnen wir die beiden Komponenten %4 () zu einem
Spinor

I(x) = (if%i%) (9.36)

zusammenfassen.

Nun schreiben wir noch den Hamilton-Operator eines Elektrons in ei-
nem &aufleren Magnetfeld ohne die in Kap.12 zu besprechende Spin-Bahn-
Wechselwirkung an:

P’ L
H=%+V(m)+u3<g+6> -B . (9-37)

Die Schrodinger-Gleichung
ih%[d’/) — H|D) (9.38)

lautet in Komponentenform
A
172— (1/)4_(1: t)> [(—%VZ-FV(E)‘F”—T?'L'B)l‘FﬂBO"BJ

P—(=,1)
P(z,1)
X (¢t(w,t)) . (9.39)

Diese nichtrelativistische Gleichung nennt man auch Pauli-Gleichung.
In einem zeitabhangigen &ufleren elektromagnetischen Feld lautet der
Hamilton-Operator inklusive des diamagnetischen Terms

l e 2
H= o [p - -EA(:c,t)] + ed(x,t)+ ppo-B (9.40)

und die Pauli-Gleichung

17‘z— ('/’4’(” t) [ ( V - —A(a: t))2 + 645(“3»75)) 1+upo- B}

Y- (z,t)
¢+(=¢,t)
X (¢ (. t)) . (9.41)
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10. Addition von Drehimpulsen

10.1 Problemstellung

In spateren Abschnitten wird es sich als notwendig erweisen, den Gesamtdreh-
impuls J = L + S einzufithren und im Falle von zwei Elektronen mit zu-
gehorigem Spin S1 und S3 den Gesamtspin S = S; + S zu betrachten. Gene-
rell stellt sich das Problem, ausgehend von zwei Drehimpulsoperatoren J; und
Jo, den Gesamtdrehimpuls

J=J1+Jo (10.1)

zu untersuchen. Unter der Voraussetzung, dafl J; und J9 zu verschiedenen
Freiheitsgraden gehoren, kommutieren sie untereinander

[J1,J2] =0 . (10.2)

Dies gibt zusammen mit den Drehimpulsvertauschungsrelationen von Jj o fiir
die Komponenten von J

i, Jj] =ihegudy - (10.3)

Fir den Gesamtdrehimpuls J gelten also alle fiir Drehimpulse und deren Ei-
genzustande hergeleiteten Eigenschaften.

Wir gehen aus von den Zusténden |j1,m1) und |j2,m2), wo die beiden
Quantenzahlen 71 und jg fest seien und die m; die Werte —j;, ..., j; annehmen.
Wir konnen aus diesen Zustdnden die Produktzustdnde

l71majame) = lj1m1)|jama) (10.4)
bilden, die Eigenzusténde der Operatoren

B, Nz, B3, Ja. (10.52)
mit Eigenwerten

W21 +1), hmy, B2a(i2 +1), hmy (10.5b)

sind. Die Produktzusténde (10.4) sind natiirlich auch Eigenfunktionen von J,
mit Eigenwert i(mj + ms), jedoch nicht Eigenfunktionen von J?, da

[J2,7i:]#0 i=1,2 (10.6)
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ist. Dies sieht man entweder durch explizites Auskommutieren oder, indem
man bedenkt, daB J;, eine Drehung im Unterraum 7 erzeugt, und J? ein Skalar
nur fiir die durch J, = J1, + J2, erzeugte Gesamtdrehung ist. Fir die oben
genannten Probleme suchen wir jedoch Zustéinde, in denen auch J? diagonal
ist; genauer: wir suchen Eigenfunktionen

l7mjjis2) (10.7)
der vier untereinander kommutierenden Operatoren
P T, JE 0 (108)

mit Eigenwerten %2j(j + 1), kmj, h2%j1(j1 + 1), h%ja(ja + 1).

Dabei miissen wir einerseits die Werte, die j annehmen kann, finden (die
zugehorigen m; sind dann —j, ..., ) und |jm;j1j2) als Linearkombination der
Produktzustinde (10.4) darstellen: Wir werden uns dem allgemeinen Problem
erst in Abschn.10.4 zuwenden und zunichst die Addition zweier Spins und
dann die eines Bahndrehimpulses zu einem Spin behandeln.

10.2 Addition von Spin 1/2-Operatoren

Dies ist der einfachste Fall, der unter anderem bei der Behandlung des Helium-
atoms bendtigt werden wird. Seien S und S2 die beiden Spin 1/2-Operatoren
und

S=81+5; (10.9)
der Gesamtspin. Die vier Zustande

[T =111 WD =1{L
ITH =D . WD =I1LID

bei denen sich das erste (zweite) Symbol auf den ersten (zweiten) Spin bezieht,
sind Eigenzustande von S%, S%, S1z, S2,. Die Vermutung liegt nahe, dafl der
Gesamtspin S die Werte 1 und 0 annimmt. Um dies zu zeigen, berechnen wir

ST =RITT) STl =0

(10.10)

(10.11
SALY = —hILLY , Salif) =0 )
Des weiteren gilt
S? =624 52 4+25,-5,
= %7},2 + 251,52, + S1452— + 51-S24+ . (10.12)
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Betrachten wir zuerst die beiden maximal ausgerichteten Zustande |17) und
[11). Fir diese finden wir aus (10.12)

S = < h2+2( ))ITT>—2h2ITT) und (10.13)

S?|11) = 2r?[L])

Die Zustande |T1) und ||]) haben demnach Gesamtspin S =1 und S, = + 4.
Den noch fehlenden Spin-1-Zustand mit S; = 0 erhalten wir durch Anwendung
von S— auf |TT):

h\/_s ITT) = \/—(51—+52 i = \/—(ITl>+|lT)) : (10.14)

Indem wir noch den Faktor 1/%+/2 hinzufiigten, ist der resultierende Zustand
auf 1 normiert. Nach (10.11) hat er S, = 0. Damit haben wir alle drei S =1
Zustande gefunden.

Verwenden wir die Notation |S, m), in der S den Gesamtspin und m dessen
z-Komponente charakterisieren, so haben wir

1) =11 11,o>=%<m>+m>) -1y =l . (10.15)

Nun gibt es noch einen weiteren, zu den obigen Zustdnden orthogonalen Zu-
stand:

0.0) = (1T~ 1D) - (10.16)
Fiir diesen gilt offensichtlich

5.10,0) =0 (10.17a)
und nach (10.12)

52%10,0) = (-g-rﬁ - 2(3)2 - h2> 0,0) =0 . (10.17b)

Wie schon in (10.16) vorweggenommen, hat dieser Zustand Spin 0. Damit haben
wir alle vier Eigenzustinde von §% und S, gefunden. Man nennt (10.15) auch
Triplettzustinde und (10.16) Singulettzustand. Gelegentlich erweist es sich als
niitzlich, folgende Projektionsoperatoren einzufithren:

3 1
P = + 2 —81+: 59 (10.18a)
1
Ph=1-P=-- S +Sy . .
0 1= 77325152 (10.18b)
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Py projiziert auf den Triplett-Unterraum, denn es gilt

3 11
Pi|1,m) = (Z+h—2§(52—5%—5%)) [1,m)

(3 (-3-5)Jum =

3 1 3 3
Py]0,0) = <Z+§(O_Z'Z)>|O’O>=O

Wegen Py = 1 — P; projiziert Py auf den Singulett-Unterraum.

10.3 Bahndrehimpuls und Spin 1/2

Ausgehend vom Bahndrehimpuls L und Spin S definieren wir den Gesamtdreh-
impuls

J=L+S . (10.19)
Die 2+(21 4+ 1) Produktzusténde
[,m)|T) und I, mp}|l) (10.20)

mit my = —I, ..., sind Eigenzustinde von L2, §2, L., S,, aber nicht von JZ.
Wir suchen Eigenzustinde von J2, L2, 82, J,. Vermutlich hat j, die Quanten-
zahl zu J?, die Werte

i=l+51-%
dies gibe auch die richtige Zahl von Zusténden
20+ 3)+1+2(1-3)+1=2(20+1)
Fiir das weitere sei an (5.15) erinnert
Ll = (1 my + D) F )20ty £1)
und an die Identitat
F=L?+8*+20,S. +L+S_+L_S+ . (10.21)

Fiir die Eigenzustinde von J?, J,, L? und §? verwenden wir die Notation
|7,m;,1), ohne § = 1/2 anzufiihren, und behaupten als Ausgangspunkt

+5,1+ 5D =1LDID) . (10.22)
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Dies beweisen wir durch
LALDIT = (L + SHILDIT = s+ PILDITY (10.23a)
und unter Verwendung von (10.21):
P01 =20+ 1)+ § +23)1L,D]1)
=2+ HI+ DLy . (10.23b)

Um alle Zusténde |[+1/2,m1/9,1) zu erhalten, braucht man nur J_ = L_ +
S_ wiederholt auf (10.22) anzuwenden. Zunéchst finden wir

J_ILDITY = @DY2R)L 1= 1)1 + RILDILY (10.24a)

und, indem wir die rechte Seite noch auf 1 normieren,

4 b= b= 2 W=D+ DI - (0.2e)

Wiederholte Anwendung von J_ fiihrt zu folgendem allgemeinen Resultat, wel-
ches man leicht mittels vollstindiger Induktion nach m; verifiziert:

[14m;+1/2
L+ 3,my,0) = %1—/‘ |,mj — $HI1)

l-m;+1/2

P my + 1Y (10.25)

wobei m; die halbzahligen Werte [+1/2, ..., ~(I+1/2) annimmt. Mit (10.25)
sind die Zustande zu j = [ + 1/2 gefunden. Um die weiteren Zustande zu be-
stimmen, bemerken wir, da8$ man ausgehend von (10.25) mit m; =1-1/2, ...,
—(I — 1/2) sofort Zustande bilden kann, die zu allen Zustanden aus (10.25)
orthogonal sind, namlich

l—mj+1/2

[l - %,mj,l) =\ "wr1 |l,m; — %)”)
L s+ DI (10.326)
mit mj =1-1/2,...,—(1-1/2).
Da
LAl — %,mj, 1) = hmj|l — $,m;,1) und (10.27a)
B -1, m, 0y = 821 - D1+ D= 3,m;, 0 (10.27b)
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sind dies die Eigenzustande von J? und J, mit j= l—-%— und m;. Und natirlich
sind die Zustande (10.25) und (10.26) Eigenzustande von L? und §2. Gleichung
(10.27a) folgt ohne Rechnung, und (10.27b) sei dem Leser als Ubung vorbehal-
ten.

Fiir [ = 0 gibt es nur den Zustand I%, + %—,0). Die Zustinde |0 — 3, m;,0),
die negatives j hatten, existieren nicht.

Fir den spateren Gebrauch schreiben wir die Gesamtdrehimpulszustande
wie folgt:

[1£3,mj,0) = ax|l,mj — Ty + Bx|L,m; + HIL)

[1+m; +1/2
= — J - —4 10.28
a4+ * 2l+1 BZF ’ ( )

B2 +8% =1

10.4 Allgemeiner Fall

Nach den einfiihrenden Spezialfillen behandeln wir nun den allgemeinen Fall
der Addition zweier beliebiger Drehimpulse J; und J2 zum Gesamtdrehim-
puls J = J; + J5. In Abschn. 10.1 hatten wir die beiden vollstandigen Satze
kommutierender Drehimpuls-Operatoren

B, BB, T (10.5a)

2,7, B2, J3 (10.8)
eingefiihrt. Die zugehdrigen Eigenfunktions-Systeme

liimadlizme) = jimijama) (10.4)

limj1s2) (10.7)

bilden vollstandige Orthonormalsysteme. Folglich lassen sich die Zusténde (10.7)
nach (10.4) entwickeln. Dabei treten als Entwicklungskoeffizienten die Skalar-
produkte

(jimijamalimirz) = (Fimul{samalimiise) (10.29)
auf. Zunachst ist klar, daB aufgrund von

(rmuizma|(FFimivie)) = ((GrmagamalJ)liminja)
gilt:

3iUi + D{itmgamalimiva) = 5i(ji + 1){jimaszmelimiijz)
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Deshalb sind nur die Koeflizienten mit ji = j1 und j5 = jo ungleich Null.
Betrachtet man noch das Matrixelement von J, = Jy, + Jo,

(jimijema|J:limi1je) = (m1 + ma){(jimijamalimjija)
= m{jimijema|imjij2)

ergibt sich, da8 die Koeflizienten (10.29) nur fiir m = mj + mg ungleich Null
sind. Somit 148t sich die Entwicklung von |jmjij2) nach der Basis {|jimijems)}
reduzieren auf

limgize) = >, ljimajama)(Gimajamalimgise) - (10.30)
Man nennt {jimyjeme|imj1je) Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Nun wollen wir
die Werte von j bei gegebenem j1 und j9 bestimmen. Die zu j; und jo gehdrigen
Werte von mq und ms sind

my =j1,51—1,...,—j1 und mg=y72,72—-1,...,—J9

Wegen m = mj + mg lassen sich nun sofort die Werte von m und alle zu-
gehorigen m; und my angeben. Dies ist in Tabelle 10.1 dargestellt, wo wir
0.B.d.A. j1 > 72 annehmen.

Anhand von Tabelle 10.1 iberzeugt man sich leicht, daf die Entartungs-
grade gegeben sind gemif Tabelle 10.2.

Die moglichen j-Werte kann man nun dadurch bestimmen, da man von
den maximal ausgerichteten Zustanden ausgeht. Da j1 + j2 der maximale m-
Wert ist, mufl auch j; + j2 der héchste Wert fiir den Gesamtdrehimpuls j sein.
Die zugehorigen m-Werte sind dann aufgrund der allgemeinen Eigenschaften
von Drehimpulsoperatoren: j1 4739, 71 +j2—1,..., —j1 —j2. Diese Werte von m

Tabelle 10.1. Werte von m

m (m1, ma) Entartung
von m

1+ 2 (1,72) o 1

J1+g2-1 (1 = L,52), (1,42 = 1) o 2

jl +j2_2 (}1_21]2)7 (31_1»]2_1)1(117]2_2) 3

jl _j2 (]1 _2.7:27j2))~."y (.7:11.7.2 "-2-?.2) 2]2+1

fAi—g2—1 (v =252 = L,42), .-, (J1 = 1,~742) 22 +1

~(41 = J2) (=i g2)s- (=dr+2j2,—j2)  2j2+1

—(h—d2) -1 (=j1,42 — 1), (=51 + 242 —1,—342) 252

—(j1 + j2) (=51, -Jd2) 1
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Tabelle 10.2. Entartung von m

m Entartungsgrad
m>|j1 - ja| h+j—m+1

—|j1 = g2l <m < |51 = jal 1 +g2 = i =2 +1
m< — |j1 = ja| J1+ g2 — |mi+1

Tabelle 10.3. Multipletts von j

Werte von j Zugehorige m-Werte

g1+ g2 ji+gas .oy = +52)
Jitiz—1 gi+je-1,..., =1 +3j2—-1)
{71 = 72l {71 = g2l -\ =151 = jol

sind damit schon verbraucht. Da der Wert m = j; 4+ j2 — 1 zweifach entartet ist,
bleibt dieser als der nun hochste Wert von m tibrig, so dafl der nachsthochste
Wert des Gesamtdrehimpulses j = j; + j2 — 1 ist. Die zugehorigen m-Werte
sind 73 +j2— 1, ..., —j1 — j2 + 1. Da der Wert m = j; + j9 — 2 dreifach
entartet ist, bleibt dieser m-Wert nun als der héchste librig, so da man das
nachste Multiplett zu j = j1 + j2 — 2 angeben kann. Die Argumentation 148t
sich so fortfithren, so daB man schliellich auf die in Tabelle 10.3 ersichtliche
Multiplettstruktur kommt.

Die moglichen Werte von j sind also durch die Dreiecksrelation gegeben:

i1 =jel<i<n+jz (10.31)

wobei sich die Werte von j um ganze Zahlen unterscheiden. Offensichtlich erhalt
man einen halbzahligen Drehimpuls, wenn man einen ganzzahligen und einen
halbzahligen Drehimpuls addiert. Die beiden Grenzwerte in (10.31) entspre-
chen parallel- und antiparallelstehenden Drehimpulsen.

Anmerkung: Zur Kontrolle berechnen wir noch die Anzahl der Zustinde | jmi j2> zu festen
Werten j;1 > j2:

Jji+is 2ig
> @+ =Y 2h-g+k)+1
i=lir-ial k=0 '

= (201 +j2) + 22 + 1) — 252(252 + 1) = (251 + 1)(2j2 + 1) ,
was offensichtlich mit der Zahl der Zustande | 7 ml)] J2 mz) ubereinstimmt.

Statt der Clebsch-Gordan-Koeffizienten verwendet man auch das Wigner-
8j-Symbol:
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Tabelle 10.4. Clebsch-Gordan-Koeffizienten <jm1%|lm1, %—m2> fur I>1

1 -1

. M2 2 2
J

172 1/2
+1 Itmt1/2 i=—m+1/2
+ 2041 2041

1 1/2
[ 1 1I—m+41/2 / I4+m41/2 /
-2 21+ 1 21+1

( 1 j2 Jj3 ) = (—1)ir—d2=m3 (Fjim1jama|j3 — m3j1j2)
mi  mg m3 V23 +1
Fir die schon behandelte Addition von Spin und Bahndrehimpuls sind j; = [,

Jje=s8=1/2,j =1+1/2,1—1/2, und dafiir stellen wir die Clebsch-Gordan-
Koeflizienten (jml%|lm1%m2) fiir I>1 in der Tabelle 10.4 zusammen.

(10.32)
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11. Naherungsmethoden fur stationare
Zustande

Wenngleich uns die Lésung einiger wichtiger und interessanter quantenmecha-
nischer Probleme gelungen ist, so ist in komplizierten Situationen eine exakte
Losung nicht moglich, sondern wir sind auf Naherungsmethoden angewiesen.
Fir die Berechnung der stationaren Zustande und Energieeigenwerte sind das
Storungstheorie, Vartationsmethode und WKB-Niherung. Die Stérungstheorie
ist anwendbar, wenn sich das Problem nur wenig von einem exakt 1dsbaren un-
terscheidet. Die Variationsmethode eignet sich fiir die Berechnung der Grund-
zustandsenergie, wenn man eine qualitative Vorstellung von der Form der Wel-
lenfunktion hat, und die WKB-Methode schlieflich ist im nahezu klassischen
Grenzfall anwendbar.

11.1 Zeitunabhangige Storungstheorie
(Rayleigh-Schrodinger)
Der Hamilton-Operator H bestehe aus zwei Anteilen
H=Hy+\H, . (11.1)

Die Eigenwerte EO und Eigenfunktionen |n%) des Operators Hy seien exakt
bekannt

Hgo|n% = E%|n%) | (11.2)

und der ,,Storterm“ AH; sei ein kleiner Zusatzterm im Vergleich zu Hy. Gesucht
sind die diskreten stationéren Zustinde |n) und Eigenwerte E,, von H

Hn) = Eqfn) . (11.3)

Wir nehmen nun an, die Eigenzustdnde und Eigenfunktionen lassen sich in eine
Potenzreihe des Parameters A entwickeln

E,=E)+\E.L + \’E% + ...
In)y = |70 + AlnD)y + A2n?)y + ..., (11.4)

wo jeweils der erste Term der ,ungestorte® ist.
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Bemerkungen:

i)

iii)

Haufig ist diese Reihe nicht konvergent. In vielen Fillen ist sie aber
eine asymptotische Reihe!, d.h. die ersten Terme geben dennoch brauch-
bare Ergebnisse. Entscheidend ist, ob im Limes A — 0 gilt: E, — E9 und
|n) — |n0). Die Stérungstheorie funktioniert dann, wenn sich der Zustand
mit endlichem A nicht qualitativ vom Zustand zu A = 0 unterscheidet.
In manchen Fillen sind Ey, und |n) nicht nach A entwickelbar. Z.B. ist
die Bindungsenergie von Cooper-Paaren A = wpexp { —1/VN(0)}. Die
Bindungszustande eines Potentials konnen nicht durch Storungstheorie
aus den ungebundenen Zustdnden erhalten werden.

Die Kleinheit des Storterms ist keineswegs immer an einem kleinen Kopp-
lungsparameter A ersichtlich, sondern kann in der Struktur von Hj ver-
schliisselt sein.

11.1.1 Nicht entartete Stérungstheorie

Wir entwickeln zunachst die Storungstheorie fiir nichtentartete Ausgangszu-
stande |n®) des diskreten Teiles des Spektrums. Aus der zeitunabhingigen
Schrodinger-Gleichung (11.3) und (11.4)

(Ho + AHD)(|n®) + AnDy + X202y + ..)

=(EY+ AEL + A2E2 + .. )(In%) + Alnly £ 2202y + ..)

erhalt man durch Koeffizientenvergleich firr A%, A1, A2 ...

Ho|n%) = Ep|n®) (11.5a)
Ho|n'y + Hq|n®) = E}|n') + EX|n0) | (11.5b)

Ho|n?) + Hy|n') = EX|n?) + EL|nt) + E2|n0) . (11.5¢)

Es ist am bequemsten, die Normierung von |n) durch

(n%ln) = 1 (11.6a)

festzulegen, d.h.

ARty + X201ty + ... =0 |

woraus folgt

(nOInty = %2y = ... =0 . (11.6b)

! Eine asymptotische Reihe fiir eine Funktion f(A), f(A) = 7% ; apAF + R (1)), ist durch

o0,
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Nun wollen wir die Entwicklungskoeffizienten bestimmen. Dazu multiplizieren
wir (11.5b) mit (n®] und verwenden (11.5a) mit dem Ergebnis

= (n°Hn% . (11.7a)

Da die ungestorten Zusténde |m®) ein vollstindiges Orthonormalsystem bilden,
gilt wegen (11.6b) die Entwicklung

[nl) = > cm|m®)  mit (11.8a)
m#n
m = (mOnl)y . (11.8b)

Multiplizieren wir (11.5b) mit (m%| (verschieden von (n®|), finden wir
cm(En — Em) = (m®|Hi|n")
und somit die erste Korrektur zum Zustand |n%):
0
m |H1|n )
oty = 3 )
m#n

Die Energie in der 2. Ordnung erhalten wir, wenn wir die Gleichung (11.5¢)
mit (n®| multiplizieren und (11.6b) und (11.8¢) benutzen:

(11.8¢)

0 0y 2
- <n0|H1|n1> Z Km |H1|n0>|
m#n Em

(11.7b)

Bemerkungen:

i) Fiir den Grundzustand ist die Verschiebung zweiter Ordnung E3 negativ.

il)  Falls die Matrixelemente von Hj von vergleichbarer Grofe sind, liefern
benachbarte Niveaus einen grofleren Beitrag in der 2. Ordnung Storungs-
theorie als entfernte.

iii) Falls ein wichtiges (groBes Matrixelement, kleiner Abstand) Niveau EJ,
oberhalb von E? liegt, so wird E;, nach unten und E,, nach oben gedriickt;
die Niveaus stoflen sich ab.

iv)  In (11.7b) ist im kontinuierlichen Teil des Spektrums die Summe iiber m
durch ein Integral zu ersetzen.

11.1.2 Stérungstheorie fiir entartete Zustinde
Es seien |nd), Ind), ..., InQ) entartet, d.h.
Holn]) =eln]) . (11.9)

Da die Stoérungstheorie eine Entwicklung nach A(m®|Hp|n®)/(ES — E,) ist,
muB statt dessen ein Basissystem |nQ) verwendet werden, in dem

181



(O] H1|n) = H{V 6, (11.10)

gilt, also fur a#8 verschwindet, damit keine divergenten Energienenner auftre-
ten.
Die Matrixelemente

Hyij = (nd|Hi|n)) (11.11)

bilden eine hermitesche Matrix. Die neuen fiir die Storungstheorie geeigneten
Zustande

In%) = 3" cialnd) (11.12)
i
geben die Matrixelemente
Hiap = (ol Hilnd) = 3 cloHuijejp - (11.13)
)

Da jede hermitesche Matrix durch eine unitare Transformation auf Diagonal-
form gebracht werden kann, ist es immer moglich, die ¢; so zu wihlen, daf§
(11.10) erfiillt ist. L.a. hat man ein Eigenwertproblem zu lésen, oft aber erge-
ben sich die richtigen Zusténde in naheliegender Weise. Aus (11.10) und (11.13)
erhélt man

> claHijejs = B, (11.14a)
L2¥)

und nach Multiplikation mit ¢;, und Verwendung der Unitaritét (3 ; cf cig =
808> Qe ciac;‘-a = é;5) die Eigenwertgleichung

ZHlijCj/B = Hgﬂ)cw . (11.14b)
J

Die Losbarkeitsbedingung ergibt das Verschwinden der Sakulardeterminante
Det (Hy;; — HP6;) =0 . (11.14¢)

Aus (11.14¢) und (11.14b) erhalt man in bekannter Weise die H§ﬁ) und ¢;g und
damit die fiir die Anwendung der im Abschn. 11.1.1 entwickelten Storungstheorie
geeigneten Ausgangszustande (11.12).

Hier mag noch eine Bemerkung angebracht sein. In jedem nichttrivialen
Problem kommutieren Hy und H; nicht. Dann kénnen diese beiden Operato-
ren nicht gemeinsam auf Diagonalform gebracht werden. Im Unterraum einer
Gruppe von entarteten Zustanden ist jedoch die zu Hy gehorende Teilmatrix
eine Einheitsmatrix, und deshalb ist es mdglich, in diesem Unterraum ein neues
Basissystem zu finden, in dem Hg und H; beide diagonal sind. Natiirlich blei-
ben auch nach Durchfiihrung dieser Transformationen endliche nichtdiagonale
Matrixelemente von Hy fiir Zustinde mit verschiedenen EU.
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11.2 Variationsprinzip

Fiir einen Hamilton-Operator H mit Basis |n) gilt f{ir'beliebiges [1):
WIHIYY =3 (SIn)(nlH[¢) = 3 En(d|n){nl¥)
> Eo 3 [(9|m)]* = Eo($lw) und somit

(IH|p)
=W

Das Variationsprinzip besteht nun darin, [(x)) als Funktion eines bzw. meh-
rerer Parameter p zu wahlen und das Minimum des Ausdrucks

I E )
Elw) = =00t tu)

zu suchen. Das Minimum von E(y) ist dann eine obere Schranke fiir die Grund-
zustandsenergie.

Ein Fehler in der Wellenfunktion duflert sich bei diesem Verfahren in qua-
dratischer Ordnung in der Energie. Sei namlich

[¥) = |n) + |¢) (11.17)
mit {r|e) =0, dann folgt

(WIHIY) _ Bn+ (clHle)
WY~ {nlm) + (ele)

Die Energie wird beim Variationsprinzip also genauer bestimmt als die Wellen-
funktion.

Neben seiner Funktion als Ndherungsmethode ist das Variationsprinzip
auch ein wichtiges Hilfsmittel der mathematischen Physik im Beweis exakter
Ungleichungen.

Eg (11.15)

(11.16)

=E,+0(?) . (11.18)

11.3 WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin)-Methode

Wir wollen nun die stationdren Zustdnde eines Potentials fiir gentigend grofie
Energien betrachten, so dafl die typische Wellenlinge des Zustandes klein ist
gegeniiber der charakteristischen Distanz, iiber die sich das Potential merklich
andert. In diesem ,quasi-klassischen“ Grenzfall erwarten wir, dafl die Wellen-
funktion durch eine ortsabhiangige Wellenzahl charakterisiert werden kann.
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Zur systematischen Analyse dieses Sachverhaltes stellen wir die Wellen-
funktion durch Amplitude A und Phase S dar

¥(z) = A(z)e 5@/ (11.19)
Setzen wir dies in die zeitunabhéangige Schréodinger-Gleichung

—K2 .
— V2 = (E - V()

2m
ein, so ergibt sich
A(VS)? —ihAV2S — 2R(VA)VS) — B2VZA =2m(E - V)A . (11.20)

Wenn wir die beiden ersten Terme miteinander vergleichen, erwarten wir, dafl
der quasi-klassische Bereich durch

(VS)2>nVis (11.21)
gegeben ist. Wir nehmen den Real- und Imaginirteil von (11.20):

(VS)? =2m(E - V) + hE(V24)/A (11.22a)

~V25=2VS-ViegA . (11.22b)

Im weiteren betrachten wir nur eindimensionale Probleme, was nattrlich auch
die Radialbewegung in Zentralpotentialen beinhaltet. Dann kann man (11.22b)
in die Form

d [1 ds

bringen und findet

A== (11.23)

In (11.22a) vernachléssigen wir das Glied #%(d?A/dz?)/A gegeniiber (dS/dz)?
und koénnen die dann resultierende Gleichung

(%)2 = om(E - V(2)) (11.24)

leicht integrieren:

x

S(z) = + /dz'\/Qm(E V@) . (11.25)
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Vix) Abb.11.1. Umkehrpunkte b und a

= x

N_—

Setzen wir (11.25) und (11.23) in (11.19) ein, ergibt sich

Cy :
z)= ex ifdzp(z)/h 2
»(z) g\/p—(m—) p{+ / p(z)/R} (11.26)

mit dem Impuls

p(z) =/2m(E - V(z)) . (11.27)

Fir E <V, der Situation bei Tunnelproblemen, sind die Losungen (11.26) ex-
ponentiell ansteigend bzw. abfallend.

Wir wollen nun die Bindungszustinde im Potential V(z) bestimmen. Fiir
die Energie E seien die klassischen Umkehrpunkte b und a (Abb.11.1, V(a) =
V(b) = E). Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems (V — E—V,
z —b— 1) ist das Potential in der Nahe des Umkehrpunktes b (Entwicklung bis
zur 1. Ordnung in z)

V=Vz mit V<0 . (11.28)

Die Schrodinger-Gleichung in der Nihe von b

—_—) = —c2x¢ mit (11.29)
¢ = (=2mV")Y2/n (11.30)

wird durch die Airy-Funktionen, das sind Linearkombinationen von

¥(z) =22 Iy <%$3/2) , (11.31)

gelost. Dabei ist J,(z) die haufig in zylindersymmetrischen Problemen auftau-
chende Bessel-Funktion n-ter Ordnung, die der Besselschen Differentialgler-
chung

d? 1 d n?
— —_— — — — raved K)
[d22 o+ (1 22) ] Ja(2) =0 (11.32)
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In der Umgebung des Umkehrpunktes ist die maflgebliche charakteristische
Lange

lo = (3/20)2/3 ~ (B2 /m|V/)V/3 . (11.33)

Weit entfernt vom Umkehrpunkt, also fiir # > [y, ist das asymptotische Ver-
halten

2 2
z1/2 Ji 1/3 (?st/?) xz V4% cos (§x3/2 F % - %) . (11.34)

Fir z — — oo enthalt J, /3(i]z|3/ 2...) einen exponentiell ansteigenden und

einen exponentiell abfallenden Teil. Die beiden Lésungen miissen so kombiniert
werden, dafl nur der abfallende Teil iibrigbleibt. Da

/d;cp(z)/h = /dx\/Qm(—V’)x/h = %cm3/2 , (11.35)

kann man dann die Koeffizienten in (11.26) bestimmen. Das Ergebnis ist

C 1 y T
z) = —=—cos | = [ dz'p(z) - = . 11.36
we) = o (h/ p(=') 4) (11.36)

b

Am anderen Umkehrpunkt ergibt sich durch Spiegelung von (11.36)
c’ 1 PPN <
P(z) = —==cos (— dz p(z') — —)
V() h { 4

e (3] (i aw-5) ) o

Die Bedingung, daf (11.37) mit (11.36) ibereinstimmt, wobei C' = £ C ist,
ergibt als Bedingung fiir das Ringintegral {iber den Impuls

1 1
Py dxp(:c):n+§ . (11.38)

Dies ist die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsbedingung, aus der man die er-
laubten Energieniveaus der Bindungszustinde bestimmen kann. Nach der ein-
gangs gemachten Voraussetzung ist (11.38) fiir grofie Knotenzahl n brauchbar.

Wir gehen noch kurz auf den Giiltigkeitsbereich der WKB-Né&herung ein.
Beim Ubergang von (11.22a) auf (11.24) wurde

h2(d®>A/dz?)/ A < (dS/dz)? (11.39)

angenommen. Die Voraussetzung (11.21) kann auch in der Form
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dp 14 p
— — P — 11.4
’l <<’p —27r)\ ( 0)

geschrieben werden, mit A = 27%/p. Beniitzt man (11.23), so sieht man leicht,
daf} (11.40) auch die Gultigkeit von (11.39) impliziert.

Anmerkung: Die Bedingung (11.40) kann unter Verwendung von (11.27) auch in der Form
mhlV’|p3 & 1 geschrieben werden. Rechts vom Umkehrpunkt b ist p = \/2m|V’]avl/2 und

h

__(mIV’I)l/Z <<z3/2

Dies ist identisch mit dem Giiltigkeitsbereich z > ly der asymptotischen Entwicklung der
Airy-Funktion. Die beiden Bedingungen sind also vertraglich. Es mufl in diesem z-Bereich
aber noch V"z & |V'| bzw. V"lg & |V'] sein. Fiir Atome gilt V = Ze2/r, V! x —Ze2/a?,

V" Zez/a3 und man erhalt I € a. Da I <><Z_1/3, ist die quasiklassische Naherung fir
grofle Z verlaBlich.
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12. Relativistische Korrekturen

Die relativistischen Korrekturen — auch Feinstrukturkorrekturen genannt — set-
zen sich aus folgenden Beitrigen zusammen:

1) Relativistische kinetische Energie
i1)  Spin-Bahn-Kopplung
iii) Darwin-Term

Diese folgen aus der Dirac-Gleichung in einer Entwicklung nach (v/c)2.
Nach unserer Abschatzung in Abschn. 6.3, v/c & Za, sind diese Korrekturen
gegeniiber der Coulomb-Energie um einen Faktor (Za)? kleiner. Wir werden
die einzelnen Terme der Reihe nach diskutieren, indem wir ihren physikalischen
Ursprung heuristisch begriinden und ihre exakte Form aus der Theorie der
Dirac-Gleichung iibernehmen.

12.1 Relativistische kinetische Energie

Aufgrund der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung

1)

— 2.2 2,4 — ol .
E pecé + mec mc +2m 532 T

kommt zum Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms aus Kap. 6
Hy=>"——-— (12.1)

der Storterm

1 (p»)?
8 m3c?

Hy = (12.2)
hinzu.

Im Vergleich zu p?/2m ist H; um den Faktor p?/m?c? = v2/c? = (Za)?
kleiner, d.h. H; ist fir kleine Ladungszahl nur eine kleine Storung. Mit der
Identitat

1 Ze2\?
= — H —_— .
Hy 2m02( o+ - ) (12.3)
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erhalt man in erster Ordnung Stérungstheorie fiir die Energieverschiebung im
Zustand |nim)

AE 1 = (nlm|Hq|nim)
_ 1 2 2/1 22/ 1
= (En+2EnZe <r>nl+(ze (z)) - @

Mit den am Ende von Abschn. 12.3 bestimmten Erwartungswerten

<l> - Z (12.4a)
r nl an

1 z2
- ) = 5T 12.4b
<T2 >n1 a’n3(1+1/2) (12.45)
und (6.24") ergibt sich fiir (12.4)
mc(Za)? (Za)? n 3
= — - = . 12,

Da Hj negativ definit ist, gilt fiir alle n und I: (H1),; <0, wie man auch leicht
in (12.5) bestatigt.

Bemerkungen:

1) Die Korrektur ist von der GréBenordnung Ry - a2, wobei a die Feinstruk-
turkonstante ist:

2
60 1

“= he T 137,036

ii)  Die Storungstheorie mit den Zustinden [nim) ist zuldssig, da
(nim|Hy|nl'm')y =0 fir £l oder m#m' . (12.6)
Beweis:
Es gilt [Hy, L?] = 0, woraus
RII(I' + 1) — (1 4+ D){nlm|Hy|nl'm'y = 0 (12.7a)
folgt. Ebenso folgt aus [Hi, L,] = 0 die Gleichung
R(m' — m){(nim|Hi|nl'm'y =0 . (12.7b)

Auch fiir die spater einzufihrenden Zustdnde |njj,ls) verschwinden die nicht-
diagonalen Matrixelemente von H;.
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12.2 Spin-Bahn-Kopplung

Aus der relativistischen Dirac-Gleichung folgt die Spin-Bahn-Kopplung

1d

- ——_S.[- =
Hy r dr

1
o V(r) (12.8)

wo V{(r) = e®(r) die potentielle Energie im elektrostatischen Potential &(r)
des Kerns ist. Zum heuristischen Verstdndnis von (12.8) bemerken wir: Das

elektrische Feld des Kerns ist E = —V® = ~(2/r)d®/dr. Im Ruhesystem des
Elektrons kreist das Proton um das Elektron, und jenes spiirt ein Magnetfeld
B=-v x Efec.

Die Energie des magnetischen Moments des Elektrons ist dann
e e 1d

—-—S-B =——8S- - —9
me mc? (v % z)r dr (r)

1 1d
=m5°L;$V(T) . (12.9)

Dieses Resultat ist jedoch gegeniiber (12.8) um einen Faktor 2 zu grof. Die
Diskrepanz entsteht, weil das Ruhesystem des Elektrons kein Inertialsystem
ist. Berlicksichtigt man den Effekt der Thomas-Prézession!, ergibt sich ein ki-
nematischer Zusatzterm, der zusammen mit (12.9) das richtige Ergebnis (12.8)
liefert.

Flir das Wasserstoffatom ist die Spin-Bahn-Wechselwirkung

1 Ze?

Nun erweist es sich als zweckméBig, den in Abschn. 10.3 studierten Gesamt-
drehimpuls

J=L+ S (12.11)
zu verwenden und
S-L=3%J-1L%-8? (12.12)

in (12.10) einzusetzen. Die Zusténde |/ £1/2,m;,[) diagonalisieren den Ope-
rator S+ L:

h2 (124 204+3/4—3/4a—1%—1
. 1 o, = 1.,
S-Ljl+ ,mJ,l> ) ( 12—1/4—3/4—-—12—1 )lliQam]aD
A2 ! 1
:—-2—(_1_1)|l:t§,mj,l) . (12.13)
1 2.B.: J.D. Jackson: Klassische Elektrodynamik (de Gruyter, Berlin 1981) S. 644ff.

191



Wegen des Spin-Bahn-Terms H9 im Gesamt-Hamilton-Operator
H=Hy+Hi+Hy+ Hj3

kommutiert L, nicht mit H. Also bilden H, L?, L, 82, S, keinen vollstandigen
Satz von Operatoren. Vielmehr sind nun die Operatoren H, J?2 J, L? 82 ein
vollstdndiger Satz, und die Eigenfunktionen kénnen durch deren Eigenwerte
charakterisiert werden.

Die richtigen Ausgangszustande fiir die Storungstheorie sind deshalb

<z|n1j =1+ %amjv l)
= Bl (as¥imy 1o (0,01 + BxYi 1/2(0,0)I1)) - (12.19)

Die Koeffizienten a4 und f4 sind in (10.28) definiert. Die Zustande (12.14)
sind Eigenzustdnde von Hy mit Energieeigenwerten Ey, die 2n2-fach entar-
tet sind, jedoch verschwinden alle nichtdiagonalen Matrixelemente des Stor-
Hamilton-Operators Hy + Hy + Hs.

Die storungstheoretische Korrektur 1. Ordnung ergibt

1 n? ! 2/ 1
<H2>n,j:1i1/2,1,mj='2m§7 -1 Zeg 3 I . (12.15)
n

Setzen wir

1 Z3 3 3a3z3
<:§>nl - a3n3l(l +1/2)(1+1) = h3n3l(l +1/2)(1 + 1) (12.16)
ein:
‘ mc?(Za)* 1

Zusammen mit dem Term, der sich aus der relativistischen kinetischen Energie
ergab:

(Hi+H2)p jmi+1/20 =

me(Za)? (Za)? {§ n } (12.18)

2n? n? 4 j+1/2
Bemerkung;:

Die Zustande mit ! = 0 bediirfen einer weiteren Diskussion. (1/r3) ~1/1 di-
vergiert fiir | = 0. Wegen des Faktors { im Matrixelement von S L trat diese
Divergenz nicht in Erscheinung. Wenn man statt des Coulomb-Potentials einen
ausgedehnten Kern zugrundelegt, ist ((1/r)-dV /dr) nicht mehr singular fiir
=0, dh

<H2>n,j:1/2,1:0 =0 . (12.19)

Gleichung (12.18) gilt also nur fiir { > 1.
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12.3 Darwin-Term

Aus der Dirac-Gleichung ergibt sich noch ein weiterer Korrekturterm, der so-
genannte Darwin-Term, mit der Kernladungsdichte Qkern():

h2 -, K2 7rh2Ze%
Hy = gaaVV = ~gza(treQkem(®) = 555

§O(z) . (12.20)

Dieser Term kann aus der ,Zitterbewegung“ des Elektrons verstanden wer-
den. Nach der relativistischen Theorie schwankt die Position eines lokalisierten
Elektrons mit

br=— =X

mc

Das Elektron spiirt deshalb im Mittel ein Potential

(V(z +82)) =V(e)+ (62VV) + 3((62V)(62V)V (2))
= V(z) + (6r)2V2V(2) . (12.21)
Die so berechnete Korrektur ist in qualitativer Ubereinstimmung in Gestalt,

Vorzeichen und Grofle mit dem Darwin-Term (12.20).
Wegen der §-Funktion ergibt sich nur fiir s-Wellenzustinde ein Beitrag

Th2Ze2 mc2(Za)t
(Hs) i = Ta O = "2, (12.22)

(Hs) ist formal identisch mit (H2), ;19 1o aus (12.17).
Wir haben somit fiir die Energieverschiebung durch alle drei relativisti-
schen Korrekturen das Ergebnis

Ry Z? (Za)? (3 n
AE, j=1+1/20 = mae Rl S ) (12.23)

in erster Ordnung Stérungstheorie. Formal identische Formeln wurden von
Sommerfeld aufgrund der alten Quantentheorie nur mit dem p*-Term aufge-
stellt. Tatséchlich geben jedoch drei Effekte Anlafl zu dieser Korrektur.

Wir verwenden im folgenden fiir ein Niveau mit dem Spin s, Bahndre-
himpuls L und Gesamtdrehimpuls j die spektroskopische Bezeichnung 25+1L e
Im Wasserstoffatom ist 2s 4+ 1 = 2. Abbildung 12.1 zeigt die Verschiebung der
Niveaus (kinetische relativistische Energie kleiner als Null) und Aufspaltung
der Niveaus mit {>1 in j = [+ 1/2 (Spin-Bahn-Kopplung gréfer als Null fiir
j=14+1/2, klelner als Null filrj =1[-1/2).

Die Niveaus Sl 5 und 2P, /5 sind noch immer entartet. Dies bleibt in der
Dirac-Theorie exakt in Jeder Orc{ ung in « giiltig. Die Feinstruktur-Aufspaltung
zwischen 22P; /2 und 225, /2 einerseits und 22 Py /2 andererseits betragt 0.45 X

10— %eV bzw. 1.09 X 10* MHz.
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Abb. 12.1. Die Aufspaltung der Energieniveaus des Wasserstoffatoms aufgrund der relativi-
stischen Korrekturen, der Lamb-Verschiebung und der Hyperfeinstruktur

An dieser Stelle tragen wir die Berechnung der Mittelwerte (12.4a,b) und
(12.16) nach. Man konnte diese unter Verwendung der Laguerre-Polynome di-
rekt, aber umstandlich, ausrechnen. Wir bedienen uns hier stattdessen alge-
braischer Methoden?.

Zur Berechnung von (1/r) beniitzen wir den Virialsatz fiir den Hamilton-
Operator H = p?/2m + V(x), den wir nun beweisen. Wir gehen aus von

[H,-p) = —ik (”2

E - VV(:B))
folgt der Virialsatz

(12.24)

Da fiir Eigenzustande |¢) des Hamilton-Operators (¢|[H,z - p]|) = O ist,
r’ 5

(o[Ep) - wle- Vi) =0

Fiir das Coulomb-Potential spezialisiert sich (12.25) auf

VA 2
ity + (v 2|w) =0
oder 2E, = —Ze?(3|1/7|h), woraus folgt

(12.26)
Glmam

an?

(12.25)

Fur die restlichen Mittelwerte schreiben wir

o0

1 1 1
=Y = [drr2=—R2, = —
<r’°>n1 {rr rkonl Unb T tnl

(12.42)

(12.27)

2 R. Becker, F. Sauter: Theorie der Elektrizitat, Bd. 2 (Teubner, Stuttgart 1970)
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und stellen die radiale Schrédinger-Gleichung (6.11) in der dimensionslosen
Variable y = r/a dar

Hu(y) = eu(y) ' (12.28)
mit ¢ = —Z2/(N +1+1)? und

& (+1) 22
v il (12.29)

Nun leiten wir die Schrodinger-Gleichung (12.28) nach { ab

oH  gOu_0 Ou
T TR TP Y

und bilden das Skalarprodukt mit u

Y 4 (wr) =& Ou 12.30
T W) Tate\"ar) - (12.30)

Setzen wir darin

Ou Ou ou
(U,Ha> = (Hu,a> =€<u,a) (1231)

ein, dann wird aus (12.30)

<u,6a—Il{u> = % . (12.32)
Mit

o ey oo

ol — y? T3

folgt aus (12.32)

1\ _ 272
r2/ " (21 + 1)nda? (12.4Db)

Schlieflich differenzieren wir die Schrédinger-Gleichung nach y:

Das Skalarprodukt mit u ist

() (o) =< (+2)
"oy Hay) T\ "oy
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und ergibt mit (12.28)

(u,%?u) =0 . (12.33)
Nun ist

OH _ 20(1+ 1) +%

oy y y2

was eingesetzt in (12.33) zusammen mit (12.4b)

1 223
=Y/ 12.16
<r3 >n1m I(1+ 1)(20 + 1)n3ad ( )

ergibt.

12.4 Weitere Korrekturen

12.4.1 Lamb-Verschiebung

Durch die Nullpunktschwankungen des quantisierten elektromagnetischen Fel-
des kommt es zu einer Verschiebung der Position des Elektrons, die zu einem
Storterm von der Struktur des Darwin-Terms Anlafl gibt, wobei hier

20 ( h\?2 1
2y L 2= el
((62)*) = — (mc) logaZ (12.34)
4 mc2Z%a® 1
ABpamb ~ o — 3 log_7d10 - (12.35)

Diese grobe Rechnung ergibt fiir Wasserstoff eine Verschiebung A ~ 660 MHz
von 25 /5 gegen 2Py /5. Die beobachtete Verschiebung ist 1057.862 + 0.020 MHz®.
Die komplette Theorie der strahlungstheoretischen Korrekturen ergibt 1057.864
+0.014 MHz¢. Gegeniiber dem Darwin-Term sind die Strahlungskorrekturen
um einen Faktor alogl/« kleiner. Die Strahlungskorrekturen enthalten auch
o(Za)*-Terme, die numerisch etwas kleiner sind, und Verschiebungen der Ni-
veaus [#£0.

12.4.2 Hyperfeinstruktur
Der Kern-Spin I fiithrt zum magnetischen Moment des Kerns

Zepgk

M= el

(12.36)

3 W.E. Lamb, Jr., R.C. Retherford: Phys. Rev. 72, 241 (1947)

4 Siehe z.B. C. Itzykson, J.-B. Zuber: Quantum Field Theory (McGraw Hill, New York
1980) S. 359, 80
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das ein Vektorpotential

A=—Mx V(1/r)= M x a:r—13- . (12.37a)
und ein Magnetfeld

B=V x A= {MV2— —V(M-V)= } (12.37b)

erzeugt.

Wir betrachten zunachst nur s-Elektronen. Die Wechselwirkung des ma-
gnetischen Moments des Elektrons mit dem Feld des Kerns B ergibt die Hy-
perfeinwechselwirkung

2
€o ZeOgK =91 — |
— .B=—22 _@§| V4= L+ V(I-V)= . 12.3
Hyyp CS B M2 [ I - + V(I )r ( 8)

Da V2(1/r) = —4763)(2) und
[ %2 [ 9] ol = § [ 2 (922 (hna(r)?

fir (radialsymmetrische) s-Wellenfunktionen, ergibt sich als erster Schritt fiir
die Stérungstheorie 1. Ordnung der riumliche Erwartungswert im Zustand

|n,j =1/2,1=0) als
4 21 8.1
Hy > 39K 31 (Za) me?— == . (12.39)
< yp n,1/20 M nd hZ

Der Vergleich mit (12.22) zeigt, da§ (Hgyp) um den Faktor m/My kleiner als
die Feinstruktur ist. Es bleibt noch der Erwartungswert beziiglich der Spin-
Freiheitsgrade zu bilden.

Analog zum Gesamtdrehimpuls J des Elektrons, den wir bei der Spin-
Bahn-Kopplung eingefithrt haben, um S+ L zu diagonalisieren, fihren wir jetzt
den Gesamtspin F ein

F=5+1

Somit ergibt sich
s I= ——(F2 S =iFF+1)-3-1(I+1)]

_ 3 fir F=1I+1
3(=I-1) fir F=I-1

h2

Fiir das Wasserstoffatom haben wir gy = gp = 5.56 und I = 1/2. Die s-
Wellenzustande im Wasserstoffatom befinden sich also entweder in einem Sin-
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gulettzustand (F = 0, Grundzustand) oder in einem Triplettzustand (F = 1,
angeregter Zustand).
Die Aufspaltung im n-ten Niveau betragt also fur s-Elektronen

H me? (21 +1
AP = fowgze T P
2
AEP (H-Atom, s-Elektron) = 4 B LT (12.40)

1840 (137)* n3
Flr die verschiedenen Niveaus ergibt sich:

151/2 : v=1420MHz ; A=2l4cm

281/, : v=g X 1420MHz = 177 MHz

2P| : v =97 X 1420 MHz = 59 MHz
Die 21-cm-Strahlung ist fir die Astronomie sehr wichtig. Aus ihrer Inten-
sitat, Doppler-Verbreiterung und -Verschiebung ergeben sich Informationen
Uber Dichte, Temperatur und Bewegung von interstellaren und intergalakti-

schen Wasserstoffwolken. Durch die Hyperfeinwechselwirkung werden alle Ni-
veaus im Wasserstoff in Dubletts aufgespaltet.

Hyperfeinwechselwirkung einschliefllich des Bahnanteils

Wir gehen wieder von den Gleichungen (12.36) und (12.37a,b) aus. Die Wech-
selwirkung des Bahn-Moments des Elektrons mit dem magnetischen Moment
des Kerns ist

ih M 1
Hpahn = —A-V=-—5.a Xp=—— 3 M-L

Unter Verwendung von

B=-— {M5(3)(w)(—-47r) + 1:_34 - 3“{—f”}

ergibt sich fir die gesamte Hyperfeinwechselwirkung 3
Hyyp = HBahn + %S - B schliellich

Zekgk

Hyyp = 555773
Hyp 2]\11\' mec?

1-35 N 3(I-:c)5(S-:c)

T r

X %I-L+%’T5<3>(m)1-s— . (12.41)
r

5 H.A. Bethe, E.E. Salpeter: Quantum Mechanics of One- and Two-Electron Atoms
(Springer, Berlin, Heidelberg 1957). Die Messung der Hyperfeinaufspaltung erlaubt die Be-
stimmung von I und gk.
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13. Atome mit mehreren Elektronen

13.1 Identische Teilchen

13.1.1 Bosonen und Fermionen

Wir betrachten N identische Teilchen (z.B. Elektronen, m-Mesonen). Der Hamil-
ton-Operator

H=HQ1,2, ...,N) (13.1)

ist symmetrisch in den Variablen 1,2,.... Hier beinhaltet 1 = @1, x1 Orts- und
Spin-Freiheitsgrad. Ebenso schreiben wir eine Wellenfunktion in der Form

¢=¢(1,277N)

Der Permutationsoperator P;; vertauscht i « j; seine Wirkung auf eine belie-
bige N-Teilchen-Wellenfunktion ist

Pip( ety evergon ) =gy oanninn.) (13.2)

Da Piz. = list, hat P;; die Eigenwerte 4 1. Wegen der Symmetrie des Hamilton-
Operators gilt fiir jedes Element P der Permutationsgruppe

PH=HP . (13.3)

Anmerkung: Jedes Element P kann als Produkt von Transpositionen P;; dargestellt werden.
Ein Element P heifit gerade (ungerade), wenn die Zahl der P;; gerade (ungerade) ist.

Sei (1, ..., N) Eigenfunktion von H mit Eigenwert F, dann gilt dies auch
fur Py(1,...,N).

Beweis: Hi = Ep — HPy = PHop = EP.

Fiir jeden symmetrischen Operator S(1, ..., N) gilt entsprechend (13.3)
[P,S]=0 und
(PY|S|P¢) = (w|PTSP|y) = (¥|PTPS|$) = ($]S|¥)

Der Erwartungswert und allgemeiner die Matrixelemente in Zustéinden ¢ und
P eines symmetrischen Operators S sind gleich. Da identische Teilchen von
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jeder Einwirkung gleichartig beeinflufit werden, sind alle physikalischen Ope-
ratoren symmetrisch und es sind somit die Zustande

$(1,...,N) und Py(1,...,N)

nicht voneinander zu unterscheiden. Es erhebt sich nun die Frage, ob dennoch
alle diese Zustande in der Natur realisiert sind. Aus &sthetischen Erwdgungen
kénnte man vermuten, daf} die vollkommen symmetrischen und die vollkommen
antisymmetrischen Zustinde eine ausgezeichnete Position einnehmen. Diese
sind definiert durch:

Pii(. oty ooy ) =Fd(. 0, 00,5000) (13.4)
fir alle P;;, z.B. fiir zwei Teilchen:
¥s(1,2) = 9(1,2) +4(2,1) , #a(1,2) =(1,2) —¥(2,1) . (13.5)

Ein vollkommen (anti)symmetrischer Zustand bleibt dies fiir alle Zeiten. (Sto-
rung V : vy o Vy PVyp=VPyp=2Vy.)

Der experimentelle Befund besagt, daf} es zwei Sorten von Teilchen, Boso-
nen und Fermionen gibt, deren Zustédnde vollkommen symmetrisch bzw. anti-
symmetrisch sind. Fermionen haben halbzahligen, Bosonen ganzzahligen Spin.
Dieser Zusammenhang zwischen Spin und Symmetrie folgt in der Quanten-
feldtheorie aus dem Spin-Statistik-Theorem. Bedeutende Konsequenzen dieser
beiden Symmetrien der Vielteilchenphysik sind die Fermi-Dirac-Statistik und
Bose-Einstein-Statistik.

Fermionen Bosonen
Leptonen ve, vy, vr Mesonen 7, K, o, w, ...
e, U, T Photon v

Baryonen p, n

A E R, ..

Die Hadronen, also Baryonen und Mesonen, sind aus Quarks zusammengesetzt.
Die fundamentalen Teilchen auf dieser Ebene sind (siehe auch Tabelle 13.1)

Leptonen Yang-Mills-Eichbosonen!
Quarks Higgs-Bosonen

Aus P(ij) = ¥(ji) = —(ij) folgt fiir Fermionen

(..., e0, ... ,x0,...)=0 . (13.6)

! Die Yang-Mills-Eichbosonen der elektroschwachen Wechselwirkung sind W+, W, 20
und das Photon v, und die der starken Wechselwirkung die Gluonen.
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Tabelle 13.1. Die fundamentalen Fermionen

Ladung Leptonen-Dubletts Antileptonen-Dubletts Ladung
0 Elektron-Neutrino ve | Ue Elektron-Antineutrino 0
-1 Elektron e” | et Positron +1
Myon-Neutrino vy | Yy Myon-Antineutrino 0
-1 Myon p~| ut  Anti-Myon +1
0 Tau-Neutrino vr | Uy Tau-Antineutrino 0
-1 Tau =} v+  Anti-Tau +1
Ladung Quark-Dubletts Antiquark-Dubletts Ladung
+2/3 up-Quark u v up-Antiquark —-2/3
-1/3 down-Quark d | d down-Antiquark +1/3
+2/3 charm-Quark c ¢ charm-Antiquark -2/3
-1/3 strange-Quark s = strange- Antiquark +1/3
+2/3 top-Quark (truth) (?) t t  top-Antiquark (?) -2/3
-1/3 bottom-Quark (beauty) b b  bottom-Antiquark +1/3

Zwei Fermionen im gleichen Spin-Zustand kénnen sich nicht am selben Ort
aufthalten. Dies ist das Pauli- Verbot?.

Anmerkung: Die vollkommen symmetrischen und die vollkommen antisymmetrischen N-
Teilchen-Zustande bilden die Basis zweier eindimensionaler Darstellungen der Permutations-
gruppe Sy . Dies sieht man aus (13.4) und der Darstellbarkeit aller Permutationen durch
Produkte von Transpositionen. Da die F;; fiir mehr als zwei Teilchen nicht alle miteinander
kommutieren, gibt es auch Wellenfunktionen, fiir die nicht alle P;; diagonal sind. Diese sind
Basisfunktionen zu hoherdimensionalen Darstellungen der Permutationsgruppe. In der Natur
sind diese Zustande nicht realisiert3.

13.1.2 Nicht wechselwirkende Teilchen

Fir N identische nicht wechselwirkende Teilchen ist der Hamilton-Operator

N
H="Y H() (13.7)
i=1

die Summe aus N identischen Einteilchen-Hamilton-Operatoren H (7). Aus den
Losungen der Einteilchen-Schrédinger-Gleichung

2 W. Pauli: Z. Phys. 31, 765 (1925)
3 AM.L. Messiah, O.W. Greenberg: Phys. Rev. 136, B 248 (1964), 138, B 1155 (1965)
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H()po; (1) = Ea;poi (i) (13.8)

wo o4 die Einteilchen-Zustinde numeriert, bilden wir zunéchst die Produkt-
zustdnde

Yo (1)paz(2). .. pan (V) (13.9)

die Eigenzustinde von H mit dem Energieeigenwert
E=Es + ... +Eap (13.10)

sind. Die Zustédnde (13.9) sind i.a. weder symmetrisch noch antisymmetrisch.
Diese wollen wir nun konstruieren.
Fiir Fermionen

Fir zwei Teilchen ist der antisymmetrische Zustand

¥a(1,2) = %wal(l)%m e (Dpn (2) (13.11)

und allgemein fur N Teilchen
. 1 P
1[)&(1, ...,N) - m;(—‘l) P(Pal(l)...(paN(N)

1 ‘Pal(l) 99041(N)
= —— : : . 13.12

o= . (1312

pan(l) - way(N)
Man nennt diese Determinante von Einteilchenzustinden Slater- Determinante.
Die Antisymmetrie von (13.12) ist unmittelbar ersichtlich, da die Vertauschung
von zwei Spalten der Determinante —1 gibt. Der Normierungsfaktor ist 1/v/N!,
weil (13.12) aus N! zueinander orthogonalen Summanden besteht. (=1)F = +1

fir gerade (ungerade) Permutationen. Es ist 9a(1, ... N) = 0 fiir po; = @q;-
Kein Zustand darf mehrfach besetzt sein (Pauli-Verbot).

Fur Bosonen

! !
$s(1, ..., N) = \/ﬂ%;ZP'%lu)...%N(N) (13.13)
S

N7 ist die Vielfachheit von a usw. Die Summe ) ps erstreckt sich nur tiber Per-
mutationen die zu unterschiedlichen Termen fiithren und enthalt N1/N{INo!. ..
verschiedene Terme.

Freie Teilchen in einem Volumen

N wechselwirkungsfreie Teilchen seien in ein Volumen V = L3 eingeschlossen.
Die 1-Teilchen-Wellenfunktionen fiir freie Teilchen sind ebene Wellen
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"l’p ~ eip cx/h
2 N 2
p p;
E,=— ; E=) -+ | : 13.14
P"om 21: 2m (13.14)
Wahlt man periodische Randbedingungen, so erhélt man folgende diskrete Im-
pulswerte

27
p= h—z—(nl,ng,ng) ; n; ganz
Der Grundzustand von N Bosonen ist gegeben durch

p; =0 (13.15)

fiir alle N Teilchen und die Gesamtenergie ist £ = 0.

Fermionen unterliegen dem Pauli-Verbot. Demnach kann jeder Impulszu-
stand nur zweifach besetzt werden (s; = +1/2). Den Grundzustand erhélt
man, wenn man die N Fermionen nacheinander auf die jeweils niedrigsten
Zustande setzt. Die besetzten Zustande liegen wegen (13.14) innerhalb einer
Kugel im Impulsraum

lp;| <pr , (13.16)

der Fermi-Kugel (Abb.13.1), deren Radius wir mit pp bezeichnen.

Abb.13.1. Fermi-Kugel — Die diskreten Impulswerte haben
Abstand 2nh/L

Die Zahl der Zustande innerhalb der Fermi-Kugel ist gegeben durch

dn(pp/B)3 /3 (pp/h)® 5
T er/L)? T 32 L*=N

Daraus folgt fiir die Teilchenzahldichte n = N /L3

n= (—Izg—izi . (13.17)

Die Grundzustandsenergie erhdlt man durch Aufsummation der Einteilchen-
energien

2 3 PE 2
P L / 3 P 3
=9y £ -9 — d’p— =N .~ . 1
E %:Zm (%h) / Pom 5°F (13.18)
Man nennt ¢ = p%/Qm Fermi-Energie und pr Fermi-Impuls.
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Der entscheidende Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen, der sich
fiir freie (= nicht wechselwirkende) Teilchen in (13.15) und (13.16) auBert,
filhrt zu charakteristischen Unterschieden im Tieftemperaturverhalten derarti-
ger Teilchen. (Bose-Einstein-Kondensation — lineare spezifische Warme etc.)

Anmerkungen: (i) Zunichst zu den Randbedingungen: In der Abzahlung der Zustinde
haben wir periodische Randbedingungen t,(z+L) = 1,(z) verwendet. Wenn wir stattdessen
unendlich hohe Wande annehmen, sind die Wellenfunktionen

’ ’
¢p/:sin%z , %:%k , k=1,2,3, ...

Diese Impulswerte sind aquivalent zu

27 .. .
’ —n fir positive n
P_]T
h 2w T

T I fir negative n

L

Die Dichte der Impulswerte fiir diese beiden Randbedingungen ist also die gleiche.
(ii) Nun betrachten wir eindimensionale Bosonen in einem Ring mit Umfang L, so daf
0< @< L. Ist der Zustand ¢ = 1/v/L iiberhaupt mit den Unschirferelationen vertraglich?
Fir diesen Zustand ist

(#lpelw) = (wlptlv) =0
wo pe = (h/i)+ 8/, also Ap, = 0, wihrend {(¢) = L/2, {¢?) = L?/3 somit
ApAp, =0

Der scheinbare Widerspruch mit der Unscharferelation klart sich wie folgt: (k/i) « 8/9¢ ist im
Raum der periodischen Funktionen e¥¥, k = 2x/L ein hermitescher Operator. Der Operator
o fithrt jedoch aus dem Raum dieser Funktionen hinaus

qpewkl(]#(pewkh

und fiir derartige Funktionen ist (h/i) + 8/8¢ nicht hermitesch. Deshalb gilt fiir ¢ und (A/i) «
8/8¢ der Beweis der Unscharferelation nicht.

Zusammengesetzte Teilchen

Beispiel H-Atom: Ein H-Atom besteht aus 2 Fermionen, einem Proton p und
einem Elektron e. Um zu sehen, ob das H-Atom ein Fermion oder ein Boson
ist, untersuchen wir die Wellenfunktionen 1 (p1, e1; p2, e2) zweier H-Atome
unter Vertauschung. Da p und e Fermionen sind, gilt:

¥(p1,€1; P2, €2) = —¥(p2,e1;P1,€2) = ¥ (P2, €2; P1,€1)

Demnach ist das H-Atom ein Boson.

Allgemein gilt: Wenn die Zahl der Fermionen in einem zusammengesetzten
Teilchen ungerade ist, so ist dieses ein Fermion, andernfalls ein Boson. Z.B.:
Baryonen bestehen aus 3 Quarks und sind deshalb Fermionen, Mesonen be-
stehen aus 2 Quarks und sind deshalb Bosonen. 3He ist ein Fermion, *He ein
Boson.
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13.2 Helium

In diesem Abschnitt wird das einfachste Mehrelektronenatom behandelt, beste-
hend aus zwei Elektronen im Feld eines Kerns der Kernladung Z. Fir Helium
ist Z = 2 und fiir H™ ist Z = 1. Vernachlassigt man vorerst die Spin-Bahn-
Wechselwirkung und die Bewegung des Kerns (mgern > mMElektron ), 50 lautet
der Hamilton-Operator

Z2 Z2 2
= LS — (13.19)

1 5, 1
1 2m r1 r9 |:L'1~232

H=_— —p3 —
2mP+ 2

Wir fithren die folgenden Abkiirzungen ein

H=H1)+H2)+V , (13.19a)
2 2
N PP Ze
H(z)—2m ol i=1,2 (13.19b)
v ¢
|21 — z2|

Dabei ist H(i) der Wasserstoff-Hamilton-Operator, d.h. fiir einen Kern mit
Kernladung Z und nur einem Elektron, wahrend V die elektrostatische Ab-
stoffung der beiden Elektronen angibt.

13.2.1 Vernachlassigung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Vernachlassigt man zunédchst die elektrostatische Abstoflung der Elektronen
untereinander, so ist H die Summe zweier Einteilchen-Hamilton-Operatoren.
Dann sind die Produktzustande

[0} = |nq1lim1)|nalama)

Eigenzustande von H, wobei die Zustédnde |n;l;m;) Eigenzustande von H(i)
sind, d.h. Wasserstoffzustinde zu Z = 2 (fir He). Daher gilt

[(H(1) + H2)[$) = (Eny + Eny)|4)  mit
1
E,= -7 Ry — (13.20)
und der Energie

ES n, = Eny + En, . (13.21)

In der Tabelle 13.2 sind einige Werte der Gesamtenergie fiir verschiedene
Hauptquantenzahlen n1 und ny angegeben (fir Z = 2).
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Tabelle 13.2. Energiewerte des He-Atoms fiir verschiedene ni, und na, (13.21)

n1 ny E9(Ry) E°(eV)

1 1 -8 —108.8
1 2 -5 — 68.0
1 3 — 604
1 oo —4 - 544
2 2 -2 - 27,2

Die Tonisierungsenergie fiir ein Helium-Atom im Grundzustand betragt
E})  =(F1+Ex)—2E, =4Ry

Der (ni,n2) = (2,2)-Zustand liegt in der Energie hoher als der einfach ionisierte
(1,00)-Zustand und ist wie alle weiteren kein Bindungszustand. In den gebun-
denen, angeregten Zustanden hat eines der Elektronen die Hauptquantenzahl 1.
Den (2,2)-Zustand sieht man jedoch als Resonanz im HeT-e-Streuquerschnitt.
Es ergibt sich also das folgende Energiespektrum der Abb. 13.2.

0 0
(En,nz'ELN) A/ /
7.2 eV

(2.2) £ Kontinuum
1,.) 0 lonisierungs -
(1.2} —_— -136eV

(1,1} — -544 eV
(ny.ny)

Abb.13.2. Energiespektrum von He unter Auflerachtlassung der Wechselwirkung der Elek-
tronen (schematisch)

Nun miissen wir das Pauli- Prinzip beachten, also die Antisymmetrie der
Gesamtwellenfunktion. Diese ist das Produkt der Ortsfunktion und des Spinzu-
standes |5, ms). Die Spinzustédnde der beiden Elektronen sind die drei symme-
trischen Triplettzustande und der antisymmetrische Singulettzustand. Entspre-
chend muf} der Ortszustand eine antisymmetrische bzw. symmetrische Kombi-
nation der Ortseigenfunktionen |nqlym1) |nglemg) sein. Fiir diese beiden Klas-

sen von Zustanden sind aus historischen Griinden die folgenden Bezeichnungen
iiblich:
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Parahelium: Ortsfunktion symmetrisch, Spinsingulett (antisymmetrisch)

|0) = [100)[100)]0, 0)

1
—5(1100)124m) + 121m}|100)){0,0) . (13.22a)

Orthohelium: Ortsfunktion antisymmetrisch, Spintriplett (symmetrisch). Die
Antisymmetrisierung von }100}|100) ergibt Null, deshalb ist der niedrigste
Spintriplettzustand

x
V2

Anmerkung: Die beiden Slater-Determinanten

(1100 [2Im) — [2im)[100))[1, ms) (13.22b)

—%(1100)!2“%)“1) - |2im)|100)[11}) und %(h%)\?lm)ln) - [2im){100){11))

erfullen ebenfalls das Pauli-Prinzip, sind aber nicht Eigenfunktionen des Gesamtspins. In
diesen beiden entarteten Zustanden ist die Coulomb-Wechselwirkung V' nicht diagonal. Hin-
gegen verschwinden fiir entartete Eigenzustande des Gesamtspins (13.22a) und (13.22b) die
nichtdiagonalen Matrixelemente von V. Deshalb sind (13.22a,b) als Ausgangszustande fir
die Stérungstheorie geeignet.

13.2.2 Energieverschiebung durch die abstoflende
Elektron-Elektron-Wechselwirkung

13.2.2.1 Grundzustand

Nun beriicksichtigen wir die Coulomb-Abstoung der Elektronen storungstheo-
retisch. Die Energieverschiebung AF im Grundzustand ergibt sich in 1. Ord-
nung Storungstheorie zu

AE = (0]V]0) = (100[{100|V|100)[100)
2 2
_ 62/d311d3m2|¢100(w1)l |¥100(2)|

21 — 2] {13.23)
Die Wellenfunktion 199 ist nach (6.43) gegeben durch
1 /2 3/2 —Zr/a
Pro0(z) = ﬁ(;) e
Somit erhédlt man
3 2 o0 [o @]
AE — [(Z/a) ] 62/drlr%e‘w”/“/drgr%e“””/“
4 0 0
x /dm A1 L - (13.24)
1 — %2

207



Unter Benutzung der Formel

1
/dQl A= (4 )2

max(rl, r2)
erhilt man das Endresultat

5 Ze? 5 mcla?

AE = 1 5. = ZZ 5 (13.25)

AE =25Ry=34eV fir Z=2 . (13.26)
Die gesamte Grundzustandsenergie Ej) = E?l + AE ergibt sich zu

Ejp = ~-748eV =-55Ry , (13.27a)
wahrend der experimentelle Wert

(E11)exp = —78.975eV = —5.807 Ry (13.27b)

ist.

13.2.2.2 Angeregte Zustande

Die Energieverschiebung AE;’; fir angeregte Singulett- und Triplett-Zustande
in 1. Ordnung Stérungstheorie ist gegeben durch

it _ 3 3 2
AE) = %/d z1d°zal100(21)Ynio(®2) £ Pnio(®1)P100(22)] [P

2 2
o2 /d3z1d3x2l¢100(m1)| [Ynio(z2)]
|21 — @]
n /dsxldszzWoo("’l)¢:110(‘”2)1/)100(w2)¢n10(w1)
|1 — 23]
= Jut Ky - (13.28)

Es geniigt, AE;’It fir m = 0 zu berechnen, da das Ergebnis wegen des ver-
schwindenden Kommutators [L,1/|®1 — #2]] = 0 unabhangig von m ist, wo
L = Ly + L, der totale Bahndrehimpuls ist. Die beiden Terme in der Energie-
verschiebung J,,; und K, lassen sich folgendermaBen interpretieren: Jy,; ist dle
elektrostatlsche Wechselwirkung der beiden Ladungsverteilungen |¢100(21)|?
und |¢h,0(22)|? und natiirlich positiv. K, ist der Austauschterm, der von der
Antisymmetrisierung der Wellenfunktion herriihrt.
Unter Verwendung von

Triplett

1
251-Sy/R2=5(5+1)-3=4 2
152/ ( ) {—% Singulett
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1at sich die Energieverschiebung auch schreiben als
AEy = Ty~ 51+ 010Ky : (13.29)

Wegen des Pauli-Prinzips ist die Energieverschiebung vom Spin-Zustand ab-
héngig. Diese effektive Spin-Spin-Wechselwirkung ist jedoch rein elektrostati-
scher Natur. Auch K,,;; ist positiv, da die antisymmetrische Ortsfunktion we-
gen der kleineren Elektron-Elektron-Wechselwirkung niedrigere Energie haben
muf}. Dies mufl man natiirlich formal nachpriifen (siche Anmerkung).

Anmerkung: Setzt man in (13.28)

min(rq, rz)ll

o0
J2y — zzl-l = Z Py (cos 9) und

!
frowd max(ry,re)'+1

4
20 +1

II
> Y ()Y (522)

m==1

Pyi(cos 9) =

ein, ergibt sich mit der Orthogonalitatsrelation fiir die Kugelflachenfunktionen

S} o0
1 min(ry, r2)!
I(nl = ——21+ 1 /d'l‘]?‘% /d?‘zr%Ru)(’n)Rnl('l'z)Rlo(Tg)Rn[(rl) (7‘1 7‘2)
0

]

max(ry, rg)it+1

Da Rpn—1 keinen Knoten besitzt, folgt unmittelbar Kp,n_1 >0, fiir andere Werte von [
kommt man durch explizite Berechnung zum gleichen Ergebnis.

13.2.2.3 Vergleich der 1s2s- und 1s2p-Zustinde und Einfluf3
der Spin-Bahn-Wechselwirkung

Die 2s- und 2p-Elektronen spiiren ein vom 1s-Elektron abgeschirmtes Coulomb-
Potential. Da das 2s-Elektron eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit am
Kern hat, ist E49p > E142,-

Durch die Spin-Bahn-Kopplung S+L = (J2 — L2 — §%)/2 werden die
Parahelium-Niveaus nicht aufgespaltet, die Orthohelium-Niveaus mit L > 1 da-
gegen dreifach, zB.: L =1, J =2,1,0. In Abb. 13.3 sind die Verschiebung der

F C—
e 1P2'10-E
e SO_- —
s /:351 A
1s2p P
1s2s
1
.- So-—
///
(15)2

Abb.13.3. Verschiebung der He-Niveaus aufgrund der Coulomb-AbstoBung
V=0 und Spin-Bahn-Wechselwirkung
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Parahelium Orthohelium Abb.13.4. Energieniveaus von Helium,
3 i i -
'Sq P, 'D, 'Fy I 351 3F’2mD3213F,,32 inklusive der Coulomb-AbstoBung der

beiden Elektronen. Die Triplett 3 P, 3D,
3 F werden noch weiter in 3 Niveaus auf-
gespaltet
) 454 4PY 4 4WF 'S+ 4P+ 4DT 4F
154 3P+ 3 p+ 3
3S+
2l
T el
S
pd - 200 o 1 |
d2p
451
UVv. l
257 -g— .
5k metastabil
v
1S bei 24.46 eV

Niveaus und in Abb. 13.4 das Termschema bis zu den 4F Zustanden schema-
tisch dargestellt. Wir verwenden die spektroskopische Notation 25+l wo L
der gesamte Bahndrehimpuls, S der gesamte Spin und J der Gesamtdrehim-
puls sind. Fir die Orthohelium-Niveaus ist durch die Spin-Bahn-Kopplung die
Feinstruktur- Aufspaltung der Niveaus 25 + 1 = 3-fach und fiir die Parahelium-
Niveaus ist 25 + 1 = 1, also keine Aufspaltung.

Die Energieniveaus von Helium, insbesondere die Abwesenheit eines Tri-
plett 1.5-Zustandes waren im Rahmen der Bohrschen Theorie vollig unverstind-
lich und konnten erst durch die Quantentheorie zusammen mit dem Pauli-
Prinzip erklart werden. In den Anfingen der Spektroskopie und Atomtheorie
vermutete man, dafl Helium ein Gemisch aus zwei Sorten von Heliumatomen
ware. Dies kam von der unterschiedlichen Aufspaltung (Singulett und Triplett)
und der Tatsache, daf keine Strahlungsiibergénge zwischen Para- und Ortho-
helium gefunden wurden. Die Triplettaufspaltung der Strahlungsiibergénge in-
nerhalb der Ortho-Zustinde pafite besser in das Bild der Bohrschen Quanten-
theorie als die Singulettzustinde, deshalb die Bezeichnung Ortho- und Para-.
Im tibernachsten Kapitel werden wir die Kopplung an das Strahlungsfeld
p- A(x,t) besprechen. Diese enthélt den Spin nicht, daher gilt fiir elektrische
Dipol- und Quadrupoliibergénge ebenso wie magnetische Ubergénge die Aus-
wahlregel

AS=0 ,

wo AS = S; — Sy die Differenz der Spinquantenzahlen vor (S;) und nach
(S¢) dem Ubergang ist. Derartige Ubergange von Ortho- in Parahelium sind
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also nicht méglich, insbesondere ist der 3S; Zustand (meta-) stabil. Auch die
magnetische Kopplung des Spins an das Strahlungsfeld

—pB Y Si* B(z,t)

die eine Anderung von S zulassen wiirde, gibt in erster Ordnung keinen Bei-
trag, da Para- und Orthohelium-Zustinde unterschiedliche raumliche Symme-
trie haben und B symmetrisch ist. Es wurde schon erwihnt, dafl der (1s2s)
38, -Zustand metastabil ist. Wir wollen noch andeuten, welche weiteren Pro-
zesse und hoheren Ubergange geringerer Ubergangswahrscheinlichkeit moglich
sind. Orthohelium kann aus Parahelium durch Beschufl mit Elektronen entste-
hen. In der Atmosphére ist wichtig, daB8 die Bestrahlung von Parahelium mit
UV-Licht den Zustand (1s1s) 1Sy in (1s2p) 1 P; iiberfithrt. (Siehe Abb.13.4.)
StoBe von (1s2p) 1 Pi-Atomen kénnen den Orthohelium-Zustand (1s2p) 3P ge-
ben. Dieser Zustand kann durch einen elektrischen Dipoliibergang in das (152s)
38, -Niveau iibergehen, denn die elektrischen Dipoliibergéinge sind nur durch die
Auswahlregeln

Al=l;—l;=+1 ,

1 rechts-zirkular polarisiert
Am=mp—m; = 0 linear polarisiert
—1 links-zirkular polarisiert

eingeschrankt.

Das niedrigste Orthoniveau (1s2s) 381 ist metastabil mit der Lebensdauer
7 = 10*sec. Der Ubergang in den Grundzustand erfolgt durch einen spin-
abhéngigen, relativistischen magnetischen Dipoliibergang*. Auch das (1s2s)
1 Gy-Niveau ist metastabil mit einer Lebensdauer 7 = 19.7 msec, da kein elektri-

scher Dipoliibergang nach (1s1s) ! Sp méglich ist. Der wichtigste Ubergangspro-
zef} ist ein zweifacher elektrischer Dipoliibergang®.

Anmerkung zur Illustration der Austauschwechselwirkung:
H=J-1K1+01:02) =+ K)|s)(s| + (7 ~ K)|t)(¢|

Unter Auflerachtlassen der unterschiedlichen raumlichen Wellenfunktionen sind die stationa-
ren Zustande

) = (1) =N =+ KA

e—iwgt
2

[£) = ([11y + 1) 7 o w=(-K)/h

% G. Feinberg, J. Sucher: Phys. Rev. Lett. 26, 681 (1971); G.W.F. Drake: Phys. Rev. A3,
908 (1971)

5 R.S. Van Dyck, Jr., C.E. Johnson, H.A. Shugart: Phys. Rev. A4, 1327 (1971)
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Ein allgemeiner Zustand folgt durch Superposition

) = asls) +a:f)

Nehmen wir a; = a; = 1/\/5, so ergibt sich
l¢) = 1 (emiwst 4 emiwrt) _1_|“> + (= emiust 4 gmiwnty LILT)
V2 V2 V2

— e—i(w,+w,)t/2 (|”> cos (u.Jt ;ws t> +i|lT) sin (wt -2-w3 t) >

Im Zeitverlauf erfolgt ein Austausch der beiden Teilchen zwischen den beiden Spinzusténden
|T1> und |1T) mit der Frequenz K /h.

13.2.3 Variationsmethode

Die Grundzustandsenergie kann mit der Ritzschen Variationsmethode aus Ab-
schn. 11.2 wesentlich genauer als mit der Storungstheorie berechnet werden. Bei
dem Ansatz fiir die Wellenfunktion wollen wir der Tatsache Rechnung tragen,
dafl jedes der beiden Elektronen wegen der Abschirmung durch das andere,
effektiv eine geringere Ladungszahl Z* sieht. Wir machen deshalb den Variati-
onsansatz

%) = [100)[100)[0,0)

1 Z* 3/2 .
boo(e) = 5 (Z) e (13.30)

mit dem Variationsparameter Z*. Dieser ist so zu bestimmen, daB (| H|)
minimal wird. Aus (13.19) folgt

(Y|H|p) =2Eo(Z") - 2(¢I——2—(—7|—Z*)|¢>+<¢||m < I|¢) . (13.31)
Setzen wir

Eo(Z*)=-Ry2*? (13.32a)

(100] I2ZI* (—ZZ—Z*)uoo) 2Ry 2*2(Z—Z*Z—*—) , (13.32b)

o2

(«bllwl |I¢> Ry 2z (13.32¢)
(siehe (13.25)) in (13.31) ein, so ergibt sich

(Y|H|p) = —2Ry (—2*? +22*Z - 32*) . (13.33)
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Das Minimum von (13.33) ist bei
r=7z-3% ,
was eingesetzt in (13.33) fiir die Grundzustandsenergie
Eo=-2Z - &)?Ry=[-22>+3Z - 2(%)*|Ry (13.34)

ergibt. Die beiden ersten Terme fallen mit der Stérungstheorie 1. Ordnung
zusammen, der dritte Term gibt demgegeniiber eine Absenkung.

Fir Z = 2 (He) ist Eg = —5.7TRy = —77.38eV, eine wesentliche Verbes-
serung gegeniiber der ersten Ordnung Stérungstheorie (13.27a,b). Fur H™ ist
das Resultat jedoch noch qualitativ falsch, denn —0.945Ry > — 1Ry, d.h. H™
wire instabil gegen den Zerfall H~ — H + e ; tatsachlich ist jedoch H™ gerade
noch stabil. Ubrigens 148t sich im Rahmen der nichtrelativistischen Quanten-
mechanik exakt beweisen, dal H™ ~ instabil und H™ stabil ist.

Zur Verbesserung der Variationsrechnung mufl man auch die Abhéngigkeit
der Wellenfunktion vom Abstand der beiden Teilchen beriicksichtigen. Solche
Rechnungen wurden mit einer groflen Zahl von Variationsparametern (~ 200)
mit phantastischer Genauigkeit durchgefiihrt®. Es ist dann auch notwendig,
die Kernbewegung zu beriicksichtigen. Nach Transformation in das Schwer-
punktsystem wird die Elektronenmasse durch die reduzierte Masse ersetzt (y =
Mm/(M + m)), und es tritt ein Term (1/M)P; + P; auf, in dem M die Kern-
masse ist. Mit zunehmener Elektronenzahl wiirde die Anzahl der Variationspa-
rameter immer grofler werden, und es erweist sich als zweckmafig, stattdessen
Methoden zu verwenden, bei denen der EinfluBl der iibrigen Elektronen auf ein
bestimmtes Elektron durch ein mittleres Feld (Potential) dargestellt wird.

13.3 Hartree- und Hartree-Fock-Niherung
(Selbstkonsistente Felder)

Nun behandeln wir noch die Grundzlge der allgemeinen Theorie von eventuell
ionisierten Atomen mit N Elektronen und der Kernladungszahl Z. Der Kern
wird als fest angenommen, dann ist der Hamilton-Operator

H= Z(z’, Ze) > ¢’ (13.35)

2>J Ixi_mjl

und die zugehérige zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung fiir die N-Elektron-
Wellenfunktion (1, ..., N)

Hy(l,...,N)=E¢(1,...,N) . (13.36)

6 H.A. Bethe, R. Jackiw: Intermediate Quantum Mechanics, Lecture Notes in Physics
(Benjamin, New York 1958)
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Nach unserer Erfahrung mit dem Heliumatom ist eine exakte Lésung der Schré-
dinger-Gleichung flir mehr als zwei Elektronen aussichtslos. Am einfachsten
sind noch die Verhéltnisse in den wasserstoffahnlichen Atomen, namlich An-
regungen von Li, Na, ... oder hochangeregte Zustinde (Rydberg-Zustande).
Ein derartiges Elektron bewegt sich wegen der Abschirmung durch die ande-
ren Elektronen effektiv im Coulomb-Feld mit Ladungszah! 1. Die Korrekturen
von der Ausdehnung der abschirmenden Elektronenwolke fithren dazu, dafl in
(6.24") fiir die Wasserstoffniveaus n durch n + 4; ersetzt wird, wo 4; nur von
{, aber nicht von n abhéngt. Wir wollen auf diesen, in den Anfangen der Atom-
physik wichtigen Spezialfall nicht weiter eingehen und nun die Methode des
selbstkonsistenten Feldes also die Hartree- und Hartree-Fock-Ndherung bespre-
chen.

Hier geht man von der Vorstellung aus, dafl ein beliebiges Elektron des
Atoms neben dem Kernpotential effektiv ein zusatzliches Potential durch die
librigen Elektronen verspiirt, so dafl jedes der Elektronen durch eine Einteil-
chen Schrédinger-Gleichung beschrieben werden kann. Das Potential in diesen
Schrodinger-Gleichungen hingt von den Wellenfunktionen der tibrigen Elektro-
nen ab und muf selbstkonsistent bestimmt werden. In der Hartree-Naherung
wird die Wellenfunktion durch das Produkt von Einteilchenwellenfunktionen
angesetzt. Die Wellenfunktion ist nicht antisymmetrisch. Dem Pauli-Verbot
wird insoweit Rechnung getragen als alle Faktoren voneinander verschieden
sind. In der Hartree-Fock-Naherung ist die Wellenfunktion eine Slater-Deter-
minante.

13.3.1 Hartree-Naherung

Hier macht man fir die Wellenfunktion den Produktansatz

(1, .., N)=p1(1)p2(2)...on(N) (13.37a)
wobei die Einteilchenwellenfunktionen
@i(i) = ei(zi)xi(ms;) (13.37b)

Produkt von Orts- und Spinzustand sind. Der Zustand (13.37a) ist nicht an-
tisymmetrisch. Um das Pauli-Verbot wenigstens teilweise zu bertlcksichtigen,
miussen die Einteilchenzustédnde verschieden und orthogonal sein. Nun bestim-
men wir die Wellenfunktionen mittels des Ritzschen Variationsprinzips, wobei
wir die Normierungen

/d%m(m)ﬁ =1 (13.38)

als Nebenbedingungen mit Lagrange-Parameter €; berticksichtigen. Wir haben
dann

() = (H) = Leil [ delei(a)’ - 1) (13.39)
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zu minimalisieren, wobei der Mittelwert mit dem Hartree-Zustand (13.37a) ge-
bildet wird. Wir suchen hier den stationdren Zustand nicht nur unter Variation
von Parametern, sondern der Einteilchenwellenfunktionen. Also miissen wir die
Funktionalableitung §/6p;(z) von (13.39) bilden.

Wir erinnern an die Definition der Funktionalableitung

) (2! Glesi (=’ 8;:6(x' — — Glp;i(z'
Clpde)] _ . Gliila) +cbigd(a’ = )] = Gloi(a")] 5.0
bp;(x) e—0 €
mit dem wichtigen Spezialfall
Sz’
M:&(x'—w)a,-j . (13.41)

bpj(z)

In (13.40) bedeutet G[¢;(z')] ein Funktional der Funktionen ¢; ¢ =1, ..., N;

z.B. [da' F(p1(2'), ..., on(2")).
Setzen wir den Hamilton-Operator und die Wellenfunktion aus (13.35) und
(13.37a) in (13.39) ein, finden wir zunachst

)= T { [ [ot(e) (- 57" —f—g—si)w(w]m}

+ 3 [ & [y @i T ei@es) - (1342)

i>]

Nun kénnen wir leicht die Funktionalableitung nach 6 (2) bilden. Das ergibt
die Hartree-Gleichungen fir die Wellenfunktion ¢;:

R Ze2
(— %Vg ) vi(e;) =epi(e;) , wo (13.43)

Vi) = /d%g o Im(wm : (13.44)
J#i

Gleichung (13.43) ist leicht interpretierbar und hétte auch ohne Variationsrech-
nung erraten werden konnen. Die beiden ersten Terme sind die kinetische Ener-
gie und das Kernpotential, und der dritte Term ist das elektrostatische Poten-
tial von der Ladungsverteilung der {ibrigen Elektronen. Die Hartree-Gleichung
fiir ; enthalt im Potential alle Uibrigen Wellenfunktionen. Diese nichtlinearen
Gleichungen konnen fir Atome nur numerisch selbstkonsistent gelost werden,
d.h., man geht von Funktionen ¢1...pN aus, bestimmt die V; nach (13.44)
und 16st dann (13.43). Mit den neuen Wellenfunktionen berechnet man wieder
die V; und fithrt diese Iteration so lange fort, bis sich keine Anderung mehr
ergibt. (Nur fur translationsinvariante Probleme ist die Hartree-Néherung tri-
vial.) Eine Vereinfachung der Losung der Hartree-Gleichungen ergibt sich, wenn
man V;(2) durch das kugelsymmetrische Potential
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1
= [ V=)

nahert mit dem sphéarischen Winkelelement df2;.

Die Konstanten ¢; traten als Lagrange-Parameter in (13.39) auf; in den
Hartree-Gleichungen haben sie die Funktion von Einteilchenenergieeigenwerten.
Was ist ihre physikalische Bedeutung?

Multiplizieren wir (13.43) mit ¢} und integrieren wir iiber x, so ergibt sich

- & (imi(zn? _ i‘fm(z)ﬁ)

+ Y [ [Eylei@)Ple; @)
J#i

Da ¢; gerade aus den Termen aus (H) (siehe (13.42)) besteht, die ¢; enthal-
ten, bedeutet —e¢; die Ionisierungsenergie unter der Naherungsannahme, dafl
sich bei Herausnahme des Elektrons in ; die iibrigen Zustidnde nicht dndern.
Unter Verwendung von (13.42), (13.43) und (13.44) findet man noch fiir die
Gesamtenergie

P (13.45)

N 2
e
E=(H=Yc-Y [dedy ei(@)Plej@)? . (13.46)

i=1 i<j |z — yl
13.3.2 Hartree-Fock-Niherung

Bei der Hartree-Fock-Naherung wird die Wellenfunktion inklusive des Spins als
Slater-Determinante von Einteilchenwellenfunktionen — Orbitalen — angesetzt

p1(1) -+ ()
W12, M) = ] : , (13.47)

en(l) - on(N)

wo die ¢; wieder von der Form (13.37b) und normiert sind. Der Erwartungswert
des Hamilton-Operators (13.35) im Zustand (13.47) lautet

2 o2
() = 5 [ [h—mlv%‘(zﬂz -2

+3 2 [ dada" ,lw,(w)n los(2)I®

——zams,ms / do ! 7 @) (@)p5(=)
(13.48)

Anmerkung: Um (13.48) zu zeigen, betrachten wir zuerst den Erwartungswert der kineti-
schen Energie
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N N . N . )
(¢, (- 5 62) ¢) =Y T =Y [Elaml (13.49)
=1 i=1

k=1

wobei wir beniitzen, da8 (13.47) N! aufeinander orthogonale Terme enthalt und deshalb der
Beitrag mit der Wellenfunktion ¢; N! mal in (13.49) auftritt. Ebenso sehen wir

i) £ ot
|wk| i=1 lll

Nach den Erwartungswerten der Einteilchenoperatoren berechnen wir den Erwartungswert
der Coulomb-Wechselwirkung, also eines Zweiteilchenoperators. Betrachten wir etwa einen

Beitrag 1/lm1 - zzl und einen Term in (13.47), der von ¢1 und 2 mit Argument 1 oder 2
abhangt

71——1\—;!(%(1)%(2) — (D1 (2)... . (13.51)

Die Punkte weisen auf die tibrigen Faktoren hin. Der Beitrag von (13.51) zum Erwartungswert
von 1/|®1 — ®2] ist

1, (%(l)wz@) ¢2(1)¢1(2),—-—-1——(¢1(1)<p2(2) -2V (2)) ] . (13.52)
N! |21 — s

Nun kommt jedes Wellenfunktionenpaar wie 1 und ¢z genau N!/2 mal in (13.47) vor, so
daB der Erwartungswert insgesamt durch

d3 d3 1 e
(d) kz;, Ia:k ) Z/ a:—a:’l

(|<ps(w)|2 |‘Pj("’l)| — @1 (@)¢i(2)9} ()0 (2)om s s ) (13.53)

gegeben ist. Das Kronecker-Delta kommt vom Spin-Skalarprodukt der gemischten Terme in
(13.52). Damit ist {13.48) gezeigt.

Verwenden wir wieder das Ritzsche Variationsverfahren mit den Nebenbe-
dingungen (13.38), so ergibt sich als Stationaritatsbedingung durch Ableitung
von (13.49) nach ¢}

R? e , €
("%vz : )“"(‘” +/d3 |z — 2] (13.54)
x Y pj(a) [w(w Jei(@) = 9i(@)Pi(@ Vomeym,, | = eivi()
J

Dies sind die Hartree-Fock-Gleichungen. Die Hartree-Fock-Gleichung fiir ¢; un-
terscheidet sich von der Hartree-Gleichung um den Term

o2
/d%/]_a-:—_m'[ (l‘#i(w')lzw(w) - Z‘P;(wl)Wj(m)Soi(w,)‘sma;msj)
J

- Z /d3 ! e’ ] ‘P](w )“P](m)‘)’z(w ) Mg M (13.55)

J
J#i
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Die ersten drei Terme in (13.54) exklusive j = ¢ konnen wie in der Hartree-
Gleichung als Hamilton-Operator eines Elektrons in dem durch die Ladung
der {ibrigen abgeschirmten Coulomb-Potential interpretiert werden. Der vierte
Term ist der Austauschierm. Dies ist ein nichtlokaler Term, da hier ; mit
Argument x'#x auftritt. Der Austauschterm ist nur fiir mg; = ms; von Null
verschieden. Dann ist der Ausdruck in der eckigen Klammer von (13.54) die
Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, daf§ sich ¢ und j an den Orten = und '
befinden.

Anmerkung: Man sieht leicht, daf8 die Hartree-Fock-Zustande orthogonal sind: Der Zustand
<Pi(mi)Xi(ms,v) ist orthogonal zu allen Zustanden mit ms; #m,, . Die Ortswellenfunktionen ¢;
mit Moy = M, geniigen alle einer Schrodinger-Gleichung mit ein und demselben Potential:

( - -h—Vz + u(:c)) wi(z) + /dx’u(:c,x')cp;(a:') =e;ipi(z) , wo
o2
u(z,2’) = E% (=) —"—‘ @i () = u(z',z)"

Bildet man [ dz ¢} (), ergibt sich

(w» (— ;—mV2+U(r) ) /dz/dm u(z,z')p; (2)i(a’) = ei(wj, #i)

Subtrahiert man davon die Gleichung, in der ¢ < j vertauscht sind, und beniitzt die Hermiti-

zitat, dann folgt (i, ¢;) = O filir €;7#¢;. Fir entartete Eigenwerte kann man orthogonalisieren,
so daf} schliefllich folgt

(i i) =65 - (13.56)

Wir zeigen noch, dafl auch in der Hartree-Fock-Theorie —¢; die lonisie-
rungsenergie ist. Dazu bilden wir das Skalarprodukt von ; mit der rechten
und linken Seite von (13.54)

€
=/d3x( lw,P———lso,) [ e dta i)

x 65 [ei@)ei@) -~ i @i Nomam,, | - (185)
J

Das sind gerade die Terme in (H) von (13.48), die die Wellenfunktion ¢; enthal-
ten. Also ist —¢; die Energie, die noétig ist, um ein Teilchen im Zustand ¢; zu
entfernen?, vorausgesetzt, daf sich dabei die ibrigen Wellenfunktionen nicht
andern. Dies 1st umso besser erfillt, je grofler die Teilchenzahl ist. Entspre-
chendes galt fiir das ¢; in der Hartree-Theorie. Die Hartree-Fock-Gleichungen
ergeben gegeniiber den Hartree-Gleichungen eine Verbesserung von 10 bis 20 %.
Der Austauschterm senkt die Energie ab.

7 Koopmans-Theorem, T.H. Koopmans Physica 1, 104 (1933)
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13.4 Thomas-Fermi-Methode

Tir Atome mit vielen Elektronen ist die Berechnung der Hartree- oder Hartree-
Fock-Wellenfunktionen sehr aufwendig. Andererseits ergibt sich aus physikali-
schen Uberlegungen eine Vereinfachung. Wegen der Vielzahl der Elektronen
spurt jedes ein und dasselbe zeitlich konstante, effektive Potential durch die
tibrigen Elektronen und den Kern. Des weiteren sind die meisten Elektronen
in hochenergetischen Zustinden, d.h. mit grofler Hauptquantenzahl, so dafl die
Wellenlange klein ist und sich das Potential {iber eine Wellenldnge nur we-
nig im Vergleich zu seinem Wert dndert. Wir kénnen dann eine halbklassische
Naherung verwenden und annehmen, daf innerhalb von Volumelementen, in
denen das Potential nahezu konstant ist, viele Elektronen sind, deren Zustande
lokal ebene Wellen sind und deren Verteilung aufgrund der Ergebnisse fiir freie
Fermionen (13.17) bestimmt werden kann.

Wir gehen vom Hartree-Potential V(&) aus und setzen wegen der grofien
Zahl von Elektronen darin alle ein.

82 62
V(Il!) = /d3$1|——— Zg](m')— —Z—r—
J

z—a|

2 2
Ze
= [ a3 € N .
/ T == | n(x') - (13.58)

dabei ist pj(x) = |gaj(:l:)|2 die Wahrscheinlichkeitsdichte des j-ten Elektrons
und n(z) die Teilchenzahldichte am Ort .
Der Zusammenhang zwischen Energie und lokalem Impuls ist

pi(z)
2m

e= +V(e) . (13.59)

An jeder Stelle @ werden die Zustinde mit lokalem Impuls zwischen 0 und

einem Maximalwert |pp(2)| besetzt. Wenn wir die Energie des hochst besetzten
Zustandes mit ey bezeichnen, so gilt fiir den lokalen Fermi-Impuls

lpr(z)] = (2m(ep — V('._r:))l/2 . {13.60)

Daraus ergibt sich fiir die Teilchenzahldichte am Ort @ nach (13.17)

3
PF("’)
= 13.61
n(e) = 223 (13.61)
Als nachstes bestimmen wir ep. Der Atomradius R ergibt sich aus V(R) =
¢f- Nun schirmen in einem neutralen Atom die Elektronen die Kernladung ab
und es mufl V(r) = 0 fir r > R gelten (Abb. 13.5). Daraus folgt ep = 0. (Fiir
ein Ton ist V(r) = —(Z — N)e?/r fiir r > R).
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Abb.13.5. Effektives Potential, Fermi-Energie und

_R r besetzte Zustande
E .
F set
vir)

Im weiteren betrachten wir nur neutrale Atome. Setzen wir ep = 0 in

(13.60) und (13.61) ein, ergibt sich
1 3/2
n(e) = 3273 (—2mV(x)) . (13.62)

Die Dichte oder das Potential miissen nun selbstkonsistent bestimmt werden.
Dazu konnte man die Integralgleichung (13.58) 16sen oder die ihr &quivalente
Poisson-Gleichung

AV(z) = —4ne?n(z) + 4r 2263 (2) | (13.63)
die zusammen mit (13.62) n(x) bzw. V(&) liefert. Wegen der Radialsymmetrie
ergibt sich fir endliche r

19 ,0 4e?
25 o V) = gl 2Vl (13.63')

Da V(r) bei kleinen Abstanden in das Kernpotential iibergehen mu8, ergibt
sich die Randbedingung

. Ze?
rlEPO V(T) = ———T-— (13.64)
Deshalb fithren wir die Substitution
2
Vi) = —g:——x(x) mit (13.65)
bx 1/3~n 2/3
o= m s b = ‘é‘ ("Z‘) a = 0.885a (13.66)

und a = h%/me? dem Bohrschen Radius ein. Wir erhalten die Differentialglei-
chung
d?x

2= x_1/2x3/2(w) (13.67)

o)
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mit den Randbedingungen x(0) = 1, x(o0) = 0. Die numerische Losung von
(13.67) ergibt (Abb. 13.6)

1-159z z—0
X(w):{_l;%él oo (13.68)

Die Dichte n(x) ergibt sich aus (13.62) und (13.66)

(2mZe2)3/2 1 r 3/2

Fir kleine Abstande ist das Potential

el

2
V(r) = -ZT"’ +1.824/3 (13.70)

a

Die Ausdehnung des Atoms ist unendlich, ein offensichtlich unphysikalischer
Zug. Die Gestalt von V(r) und n(r) ist fiir alle Atome gleich, denn yx ist eine
universelle Funktion. Die typische Langenskala ist ~ Z =1/3. Die numerische
Losung zeigt, dafl die Halfte der Elektronen innerhalb des Radius 1.33aZ -1/3
ist.

X{x)

Abb.13.6. Lésung der Thomas-Fermi-
Gleichung fir neutrale Atome

5 l 10 x

Wir konnen jetzt die Giiltigkeit der Thomas-Fermi-Naherung abschéatzen.
Der Radius ist ~ Z~1/3. das typische Potential Z%/3 und deshalb die typische
Wellenlange Z ~2/3_ Die charakteristische Lange, {iber die sich das Potential we-
sentlich dndert, ist Z —1/3 Somit ist das Verhiltnis der beiden letzten GréoSen
Z~1/3_ Dieses Verhaltnis wird umso kleiner, je grofier Z ist. In diesem Grenzfall
wird auch die statistische Behandlung als freies Elektronengas besser gerecht-
fertigt. Die Thomas-Fermi-Theorie wird exakt im Limes Z — oof.

Die radiale Verteilungsfunktion fiir die Thomas-Fermi-Naherung D(r) =
4r2n(r) ist in Abb. 13.7 dargestellt und mit der Hartree-Niherung verglichen.

Die Gesamt-Energie des Thomas-Fermi-Atoms ist gegeben durch E =
Exin+ Epot = 1/2Epot, wobei das Virialtheorem benutzt wurde. Die potentielle

8 E. Lieb, B. Simon: Adv. Math. 23, 22 (1977)
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wo b T ! T ' _ Abb.13.7. Radiale Verteilungsfunktion
LA 4r2n(r) fir Quecksilber Hg. (——-):
Thomas-Fermi, (———): Hartree

ern(r)
100 |

60

20

Energie setzt sich aus zwel Teilen zusammen:

By = ~2¢? [ ™2 4 222 [[ o m(w)n( )

:c’l

wegen [ d3zn(x) = Z findet man die Proportionalitét E ~ Epot ~ — Z7/3. Die
numerische Rechnung liefert £ = —20.8 Z27/3 V.

Die Thomas-Fermi-Theorie hat folgende Schwichen. Sie ist ungenau fiir
kleine r, da dort die Variation des Potentials zu stark wird. Sie ist auch un-
genau fur grofle Abstande, da dort die Wellenldnge nicht mehr klein ist, weil
der Abstand von Energie zu Potential gegen Null geht. Auflerdem wird die
Dichte klein, und die statistische Behandlung wird ungerechtfertigt. Dies ist
der Ursprung des unphysikalischen unendlich groflen Atomradius. Die meisten
Elektronen liegen jedoch im Bereich a/Z < r < a und in diesem Bereich ist die
Thomas-Fermi-Theorie brauchbar.

Man kann auch Austausch-Effekte in die Thomas-Fermi-Theorie einbauen,
dann ergibt sich die Thomas-Fermi-Dirac-Gleichung?

3
X' = z<\/§+ 6) mit (13.71)

b 1
aZ4/3 7r\/§

Fir Z — oo ist sie identisch mit der Thomas-Fermi-Gleichung. Die Lésungen
von (13.71) sind nicht mehr universell, sondern hingen von Z ab. Wir erwahnen
noch eine Berechnung der 1-Elektron-Zustidnde als Funktion von Z fiir das
Thomas-Fermi-(Dirac)-Potential'®. Die Energie der Orbitale fiir das Thomas-

B = =0.2118 Z~2/3

9 H.A. Bethe, R. Jackiw: Intermediate Quantum Mechanics, Lecture Notes in Physics
(Benjamin, New York 1958)
10 R. Latter: Phys. Rev. 99, 510 (1955)
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Abb.13.8. 1-Elektron-Energieniveaus im modifizierten Thomas-Fermi-Dirac-Potentiall®

Fermi-Dirac-Potential ist als Funktion von Z in Abb.13.8 dargestellt. Diese
Theorie zeigt die Auffilllung der Energieniveaus mit wachsendem Z in der Rei-
henfolge 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d. Man sieht auch die ndherungsweise Entartung
von 4s und 3d im Bereich von 20 < Z < 30 (Eisenreihe). Die Besetzung geht zwi-
schen Z = 31 (Ga) und Z = 36 (Kr) weiter mit der 4p-Schale. Dann folgt die
5s-Schale und die 4d-Schale. Hier wiirde fiir das Thomas-Fermi-Potential ab
Z = 39 zuerst die 5p-Schale aufgefiillt werden.

13.5 Atomaufbau und Hundsche Regeln

Das effektive Potential der Hartree- und Hartree-Fock-Gleichungen ist kein 1 /r-
Potential. In guter erster Naherung kann das Potential jedoch als kugelsym-
metrisch angenommen werden. Die Energieeigenwerte ¢,,; hangen nun von { ab
und die Einelektronwellenfunktionen sind

@i = Rut(r)Yim, (9, ¢)x(ms) (13.72)

x(ms) =x+

10 R. Latter: Phys. Rev. 99, 510 (1955)
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wobei R,; aus den Hartree- bzw. Hartree-Fock-Gleichungen zu bestimmen ist.
Die Eigenfunktionen mit Drehimpuls [ werden mit ansteigender Energie durch
n(n=141,1+2,...) numeriert (Abb13.9).

Zu einem festen Paar von n und ! gibt es (25 + 1)(21 + 1) = 2(21 + 1)
verschiedene Zustande (Orbitale) (Tabelle 13.3). Die Menge dieser 2(2! + 1)
Einelektronzustinde nennt man eine Schale. (Bezeichnung: (n,!), wobei man
wie beim Wasserstoffatom fiir [ = 0,1,2, ... die Symbole s,p,d, ... benutzt).
so hat z.B. die 1s-Schale 2 Zustande, die 2p-Schale 6 Zustande, usw.

L‘ 0 | 1 | 2 Tabelle 13.3. Entartungsgrad der

ersten Schalen

l 3,0 p,1 d,2 f,3

Entartung 2 6 10 14

2N wl o

Abb.13.9. Numerierung der Energieniveaus

Durch sukzessives Auffiillen der Orbitale in aufeinanderfolgenden Schalen
erhalt man alle Elemente des Periodensystems. Der Elektronenzustand eines
Atoms wird durch Angabe der besetzten Orbitale, oder wie man auch sagt,
durch die Konfiguration charakterisiert. Die Konfigurationen der leichtesten
Elemente sind

H 1s
He (15)2
Li (15)22s
Be (15)%(2s)?
B (1s)2(2s)%2p .
Fir gegebenes n werden nacheinander s,p, ... Orbitale aufgefiillt. Je kleiner

[ ist, umso grofler ist die Wahrscheinlichkeitsdichte am Kern und umso weni-
ger merkt das betreffende Elektron von der Abschirmung durch die anderen
Elektronen. Im weiteren geben wir die Orbitale der inneren, gefiillten Schalen
nicht mehr an. In Fortsetzung der oben begonnenen Konfigurationen des Pe-
riodensystems {iberspringen wir die Elemente Kohlenstoff C bis Fluor F, bei
denen die 2p-Schale sukzessive aufgeftillt wird. Mit Neon wird die 2p-Schale
abgeschlossen: Ne (2p)S.

Von Natrium Na bis Argon Ar werden analog zu 2s und 2p die 3s- und
3p-Schalen aufgefiilit. Im weiteren Verlauf wird jedoch nicht mit der 3d-Schale
begonnen, sondern bei Kalium K folgt zuerst ein 4s-Elektron und das Peri-
odensystem setzt sich in folgender Weise fort (E4; & E3g):
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K 4s
Ca (4s)?
Sc (45)%3d .

Mit den Ubergangsmetallen der IV. Reihe wird von Scandium Sc bis Zink
Zn die 3d-Schale besetzt. Nachdem nun alle Orbitale mit n = 3 verbraucht
sind, geht es weiter mit der 4p-Schale. Die entsprechenden Elemente sind den
im Periodensystem darliberstehenden 3p-Elementen chemisch ahnlich.

Die V. Reihe des Periodensystems wird analog aufgefiillt, d.h. die 4f-
Zustande bleiben zunichst leer.

Die VI. Reihe beginnt mit Cs 6s, Ba 6s%, La 6s25d, wird dann jedoch
nicht mit der Ausbildung der 5d-Schale fortgefiihrt, sondern die 4 f-Schale wird
nun sukzessive aufgebaut. Das erste Element nach Lanthan ist Ce 6s25d4f.
Nachdem der Auffiilllungsprozei mit Lu 6525d 4 f1* beendet ist, werden in der
Folge ab Hf 6s25d24f1* die Ubergangsmetalle der 5d-Schale gebildet.

Der Aufbau der VII. Reihe entspricht dem der VI. Nach Aktinium Ac 7s26d
wird ab Protactinium Pa 6d 5f2 die 5f-Schale konkurrierend mit 6d aufgefiillt.

Die Elemente bei denen d- oder f-Schalen besetzt werden, nennt man
Ubergangselemente Die Elemente, bei denen die d-Schalen aufgefiillt werden,
nennt man Ubergangsmetalle (3d-Eisengruppe, 4d-Paladiumgruppe und 5d-
Platingruppe).

Die Elemente auf Lanthan folgend sind die Lanthanoide oder seltenen Er-
den, diejenigen auf Actinium folgend die Actinoide. Wir bemerken noch, daf§
bei den seltenen Erden Gd und Tb wieder ein 5d-Orbital besetzt wird. Wichtig
ist, da§ das chemische Verhalten der Ubergangselemente durch die auBlersten
8- Elektronen bestimmt wird. Dies hat z.B. zur Folge, dafl die seltenen Erden
chemisch eng verwandt sind und in Kristallen leicht gegeneinander substituier-
bar sind. Generell wird das chemische Verhalten durch die aufleren Elektronen
bestimmt und ist deshalb bei Elementen in derselben Spalte des Periodensytems
ghnlich.

Wir besprechen noch das Ionisierungspotential, das ist die Bindungsenergie
des am schwiachsten gebundenen Elektrons.

Atome mit einem s-Elektron auflerhalb geschlossener Schalen haben die
niedrigste Bindungsenergie (H, Li, Na, ...). Das zweite s-Elektron wird starker
gebunden (He, Be, Mg, ...) wegen der hoheren Kernladung. Das néchste Elek-
tron besetzt die sonst leere p-Schale, was mit einem Abfall der Bindungsenergie
(B, Al) einhergeht. Mit zunehmendem Ausbau der p-Schale wachst zunachst die
Bindungsenergie wieder an, bis es beim vierten Elektron, das der halb gefiillten
Schale hinzugefiigt werden muf}, erneut zu einem Riickgang kommt. Dieser Um-
stand erklart sich aus der Tatsache, daf bis zum dritten Elektron alle Spins
parallel ausgerichtet, und somit die drei verschiedenen Ortsfunktionen total an-
tisymmetrisch werden kdnnen. Das vierte Elektron hat entgegengesetzten Spin,
und die Ortsfunktion ist nicht mehr total antisymmetrisch. Von Ga an ergibt
sich wieder ein dhnliches Bild (Abb. 13.10).
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Abb.13.10. Ionisierungspotential als Funktion von Z (nach Landau-Lifschitz)!!

Nachdem wir nun die Elektronenkonfigurationen der Elemente kennen,
miissen wir noch die Quantenzahl L des Gesamtbahndrehimpulses

N
L= I
=1

und die Quantenzahl S des Gesamtspins

N
$=3YS;
i=1

bestimmen. Wenn eine Schale nicht voll aufgefillt ist, sind mehrere Werte fiir
S und L moglich.

Zunéchst lassen wir die Spin-Bahn-Kopplung aufler acht, so daff der Hamil-
ton-Operator durch (13.35) gegeben ist, der Drehimpuls mit diesem kommu-
tiert, [H,L] = 0, und L somit eine gute Quantenzahl ist. Die Eigenzustinde
von H sind gleichzeitig Eigenzustinde von L2 und L,, wegen der Rotationsin-
varianz héngt die Energie nicht von L, ab.

Obwohl [H, S;] = 0 fir jedes einzelne S;, sind die Eigenfunktionen nach
der Antisymmetrisierung nur Eigenfunktionen von S$? und S,. Die Energie
héngt auch von S ab, denn je grofler S ist, umso antisymmetrischer ist die
Ortsfunktion und umso kleiner wird die Coulomb-Abstoflung der Elektronen
untereinander.

t1 L.D. Landau, E.M. Lifschitz: Lehrbuch der Theoretischen Physik, Bd. 3 (Akademie-
Verlag, Berlin 1973)
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Soweit wurde nur die Coulomb-Wechselwirkung berticksichtigt. Mit Spin-
Bahn-Kopplung sind die Quantenzahlen L, S, J, wo J = L+.S der Gesamtdreh-
impuls ist. Die Werte von J sind L + S, ...|L — §|. Dies sind 25 + 1 Werte
fur L> S bzw. 2L + 1 fur L< S. Fiir L > 5 gibt 25 + 1 die Multiplizitat der
Energieterme mit Bahndrehimpuls L an. Da die Energie von J abhéngt, spalten
die zu einem L und S gehorigen Niveaus in ein 25 + 1-Multiplett auf.

Welcher dieser Zusténde hat die niedrigste Energie? Das Ergebnis ist wich-
tig fiir das Verstandnis der magnetischen Eigenschaften von Atomen und Ionen.
Mit den semiempirischen, auf einfachen physikalischen Argumenten beruhen-
den Hundschen Regeln kann man den Grundzustand bestimmen.

Hundsche Regeln

Unter Beachtung des Pauli-Prinzips werden die Zustande so besetzt, daf

1. S maximal

2. L maximal

3. Fiir nicht mehr als halb gefiillte Schalen 25+1[ J=|L-s|" Fiir mehr als
halb gefiillte Schalen 25+1[ ;_ L+S- -

Wir deuten die Begrindung der Hundschen Regeln an.

1. Je grofler der Spin ist, umso antisymmetrischer ist die Ortswellen-
funktion und umso kleiner die Coulomb-Wechselwirkung, da die Ortswellen-
funktion fiir verschwindenden Teilchenabstand, also dort wo die Coulomb-
Wechselwirkung am stérksten wire, verschwindet.

2. Je grofler der gesamte Bahndrehimpuls L ist, umso weiter sind die Elek-
tronen vom Zentrum und deshalb auch voneinander entfernt. Da die Coulomb-
Wechselwirkung mit 1/r abnimmt, wird die Coulomb-Abstoflung geringer, al-
lerdings nicht so ausgepragt wie bei 1.

3. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung ist von der Form

K2 dV(r;)

Vsg =) o;L;+S; mit o= —55— ——=
SB Xl: T YT oom2elr;  dr; ’

wo V(r;) die potentielle Energie des selbstkonsistenten Feldes ist.
Berechnet man nun die erste Ordnung Stérungstheorie, so folgt fiir einen
Zustand mit den Quantenzahlen L und S

(Liyx (L) , (S8i)ox<(S)

Der Hamilton-Operator ist also dquivalent zu Vgg = A S+ L mit einem Koeffi-
zienten A. Aus

S L=3%[J(J+1)-LL+1)-S(S+1)]

folgt, daBl fiur A > 0 der glnstigste Wert von J |[L — S| ist, wahrend fiir A <0
der giinstigste Wert von J L+ S ist. Zur Berechnung von A bemerken wir, daf§
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die a; positiv und unabhéngig von m; sind. Falls nur eine Schale unvollstandig
gefiillt ist, und diese héchstens bis zur Hélfte, sind nach der 1. Hund-Regel die
Spins parallel, d.h. es ist S; = S/n, wobei n die Zahl der Elektronen ist. Somit
folgt fiir den Spin-Bahn-Hamilton-Operator
Vsp = Zi:aiLi'S/"N%aL'S . Alsoist A= -:— = %>0

Fir eine mehr als zur Hélfte gefiillte Schale, denken wir uns die freien Kon-
figurationen zunichst erginzt und dann wieder abgezogen. Fiir die gefiillte
Schale ware Vgp = 0. Es bleibt Vs = — >, a;L;S;, wobei liber die Locher
summiert wird. Der Gesamtspin und der Gesamtdrehimpuls sind § = -, S;
und L = — >, L;. Es folgt mit der gleichen Argumentation wie vorhin nun
A = —a/2S. Fir eine héchstens halb gefiillte Schale ist A>0und J = |L - S|,
wahrend fiir eine mehr als halb gefiillte Schale A <0 und J = L+ S ist. Fiir eine
halb gefiillte Schale aus Orbitalen mit Drehimpuls ! ist nach den beiden ersten
Hundschen Regeln S = (2{4+1)/2 und L = 0 und deshalb L+ S =|L-S| = S.

Wir wollen die Hundschen Regeln noch an einigen Beispielen anwenden:

—  He (1s)%: Im Grundzustand ist wegen der Antisymmetrisierung S = 0
und nicht S = 1, also 15'0.

— B (15)?(2s)%2p: Die abgeschlossenen 1s und 2s Schalen haben J = L =
S = 0. Also ist S = 1/2 und L = 1; es bleibt zu vergleichen 2P1/2 und
2p, /2. Da die 2p-Schale weniger als halb voll ist, findet man nach der 3.
Hundschen Regel 2P, /2

—  C (1s)%(25)%(2p)?: Die 1. Hundsche Regel verlangt S = 1. Wegen des
Pauli-Verbots kann nun L nicht 2 sein, da die beiden Bahndrehimpuls-
quantenzahlen m; voneinander verschieden sein miissen. Es ergibt m; = 0
und 1 als maximales L den Wert L = 1. Da die Schale weniger als halb
gefullt ist, wahlt die 3. Hundsche Regel aus J = 0,1,2 den kleinsten
Wert, also 3 Py.

— N (15)%(25)2(2p)3: Der maximale Wert des Spins ist 3/2. Die mdglichen
Werte von L sind 3, 2, 1, 0. Da die Spinfunktion vollkommen symme-
trisch ist, mufl die Ortsfunktion vollkommen antisymmetrisch sein, dazu
bendtigt man alle 3 Wellenfunktionen mit m; = 1,0,—1. Alsoist L =0
und J = 3/2, also 453/2.

Die Aufspaltung der Niveaus innerhalb einer Konfiguration kommt von der
Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen und der Spin-Bahn-Wechselwirkung,.
Schematisch ist die Aufspaltung in Abb.13.11 dargestellt.

Wir haben in der obigen Diskussion vorausgesetzt, dafl die Coulomb-Wech-
selwirkung der Elektronen sehr viel grofer als die Spin-Bahn-Kopplung ist.
Dann sind L und S gute Quantenzahlen und man spricht von L-S Kopplung
oder Russel-Saunders-Kopplung. Diese Verhaltnisse sind in leichten Atomen
realisiert. Falls die Spin-Bahn-Kopplung gegeniiber L- und S-abhangigen Tei-
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Konfigurationen im Elektron-Elektron - WW.

Kernpotential
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Niveaus zu verschiedenem (L,S) : Anzahl der Niveaus:
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Abb.13.11. Aufspaltung der Energieniveaus, schematisch, Energieskala wachst nach rechts

len der Coulomb-Energie dominiert, wird jedes Elektron durch seinen Gesamt-
drehimpuls j charakterisiert. Die j werden zu J des Atoms zusammengesetzt:
man nennt dies j-j Kopplung. Die j-j Kopplung ist auch in schweren Atomen
nie in reiner Form realisiert.
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14. Zeeman-Effekt und Stark-Effekt

Nun wollen wir die Theorie der Atom-Niveaus in einem Magnetfeld wieder auf-
greifen. In Abschn. 7.3 haben wir nur das magnetische Bahnmoment beriicksich-
tigt. Die mangelnde Ubereinstimmung des sog. normalen Zeeman-Effektes mit
dem Experiment fiihrte zur Entdeckung des Spins. Nun betrachten wir die
komplette Theorie des Zeeman-Effektes, und zwar zunichst fir das Wasser-
stoffatom und dann fiir Mehrelektronenatome. Auflerdem wird in diesem Ka-
pitel die Wirkung eines elektrischen Feldes auf die Energieniveaus von Atomen
untersucht.

14.1 Wasserstoffatom im Magnetfeld

Der Hamilton-Operator
H:HCoul+Hrel+HZ (14‘1)

setzt sich aus dem Coulomb-Term Hg,,) von (12.1), den relativistischen Kor-
rekturen H.e} = Hy + Ho + H3 aus Kap. 12 und dem Zeeman-Term

€

e
Hz =—5—(L: +25,)B=-5—(J: +5:)B (14.2)

2mc
zusammen, wobei wir das Magnetfeld langs der z-Richtung legen.

Je nach Stérke des Magnetfeldes werden wir in einem Basis-System arbei-
ten, in welchem zunéchst der in H, enthaltene Spin-Bahn-Term S- L diago-
nalisiert und dann der Zeeman-Term stérungstheoretisch behandelt wird, oder
umgekehrt.

Wir erinnern daran, dafl Hy] in erster Ordnung Stérungstheorie zur Fein-
struktur-Energieverschiebung

2 4
Za)* [3 n
ARY, = me(Ze)” [3  _n .

. 2n4 4 j+1/2 (14.3)

fiihrt. Die dabei auftretenden Zustande sind

g =1xd,mi0) . (14.4)
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14.1.1 Schwaches Feld

Falls das Magnetfeld schwicher als 10° G ist, kann der Zeeman-Term als Storung
gegeniiber den relativistischen Korrekturen betrachtet werden. Die geeigneten
Ausgangszustiande sind dann die Zustéande (14.4). Die Feinstrukturverschie-
bung der Wasserstoffniveaus aufgrund des zweiten Terms von H ist in (14.3)
angegeben.

Beniitzen wir (10.28), so finden wir

(n,j = l;{:%,mj,lIS’An,j = l:i:%,mj,l)
hm;
2041

k
= E(ai -8 ==+ (14.5)
Da J; in den Zusténden (14.4) den Eigenwert fim; besitzt, ergibt sich in erster
Ordnung Stérungstheorie die Zeeman-Aufspaltung

1
(Hz)1 4 ,m; 0 = #BBM; (1 + m) - (14.6)

Durch das Magnetfeld werden alle entarteten Niveaus aufgespaltet. Im Unter-
schied zum ,normalen“ Zeeman-Effekt hingt die Grofle der Aufspaltung von !
ab. Die Zeeman-Aufspaltung ist in Abb. 14.1 schematisch dargestellt.

1+3 +U-BLL-ZB

— "y
’
'——“
jzlsedl N
SR )
’
, —_ -1 f 2 Abb.14.1
. ',“_— 2 * 2 ,Anomaler® Zeeman-Effekt. Die
. ’

Niveaus {+1/2 werden durch

j= 1-1 1 das Feld in 2!+ 2 und 2! Niveaus
2 — -l -2 ) aufgespaltet

Wir bemerken noch, daf es zuldssig war, nicht-entartete Storungstheorie
zu verwenden. Fiir entartete j, wie zum Beispiel das 25, /2~ und 2P /2-Niveau
haben die beiden raumlichen Wellenfunktionen (hier / = 0 und 1) unterschied-
liche Paritat und deren Matrixelement von Hg, verschwindet.

14.1.2 Starkes Feld, Paschen-Back-Effekt

Wenn das Feld so stark ist, dal die Zeeman-Energie grofl gegen die relativisti-
schen Korrekturterme ist, gehen wir aus von den Zustanden

In, L my)|ms) mit  |mg) =[T) oder [I) ,

die Hcgyl und auch Hy diagonalisieren.
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Die Energieaufspaltung der Wasserstoffniveaus ist dann

AEZ

Jmy,ms

eoh
= E%Z(mI +2ms)B = pp(m; + ms)B . (14.7)

Die relativistischen Korrekturen kénnen dann noch in 1. Ordnung Stérungstheo-
rie beriicksichtigt werden:

mc?(Za)* n 3
<Hrel>n,l,m,7ms =TT o4 (l T1/2 - Z) + ¢(n, mims
Zed /1 me?(Za)t
(D) =52 <r_3>n, = W+ 120+ D) (14.8)

14.1.3 Zeeman-Effekt fiir beliebiges Magnetfeld

Nach diesen Grenzfallen behandeln wir nun das Wasserstoffatom fiir beliebiges
Feld. Fiir Felder, die zwischen den beiden Extremféllen liegen, miissen wir die
entartete Storungstheorie auf die Summe H..)+ Hz anwenden. D.h. wir miissen
Linearkombinationen der Zustinde

In, 3 :l:i:%,mj,l)

finden, fiir die die Nichtdiagonalelemente von H. + Hy verschwinden. Wir
gehen von

In, 7 :l:l:%,mj,l)

aus, weil in diesem der komplizierte Teil Hyo diagonal ist (14.3). Wir miissen
noch die Matrixelemente von Hy berechnen. Diese verschwinden fiir unter-

schiedliche n und I; z.B. folgt aus [L?,J, 4+ S,] = 0 die Relation
AU+ =T+ ) 0T+ S 0y=0

also kann das Matrixelement von J, + S, nur fiir I’ = ! von Null verschieden
sein. Aus [Hooul, /- + Sz] = 0 folgt die Richtigkeit der Behauptung auch fiir
n. Weiter folgt aus [S;, J,] = 0 die Relation

(mf —mg)(...mj. . ]Sa].oml Ly =0

so daf alle Matrixelemente mit verschiedenen m; verschwinden. Die Struktur
der Matrix J; + S ist in Abb.14.2 fiir (n >2) Sy/9, Py/9, P3/9 durch Punkte
fir die endlichen Matrixelemente charakterisiert.

Die nicht verschwindenden Matrixelemente sind also die Diagonalelemente

(n,l+ %,mj,ll(r]z + S)|n, I £ %,mj, = hm; (1 + -2-1—%) (14.9)
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und die Nichtdiagonalelemente

(n, 1+ 5, m, 1|(Jz + So)|n, 1 ~ ,mj, 1)

h 1V
S <z+§) —m? (14.10)

Die Zusténde S/, mj = £1/2 und Pyjy, m; = £ 3/2 treten nur in Diagona-
lelementen auf und erhalten deshalb durch Hy keine Beimischung. Fiir diese
Zustande und allgemein fir

ist folglich die Energieverschiebung durch (14.6) gegeben, die sich auf

(AE?)y, jmigrjam;=+ (41/2)0 = BB +1) (14.11)

reduziert.
Fiir die verbleibenden Zusténde (|m;| <! + 1/2) miissen wir diejenigen
Linearkombinationen

|+) = Y axln, 1+ 4, m;,0) (14.12)
(%)

finden, die Hye + Hz in den 2 X 2 Unterrdaumen diagonalisieren. Die Koeffi-
zienten a4 und die Energieverschiebung AE aufgrund von H,, + Hz ergeben
sich mit (14.3), (14.9) und (14.10) aus der Energiewertgleichung

AE) |1jy+ osBmi3E} —~ AE —upBy/(1+3)* —m}/(2 + 1)
2
—upBy/(1+ 3)? —m3/(21 +1) AE})| 5 +1uBBmjqfy — AE

X <Z+>=0 : (14.13)

Fiithren wir die Feinstrukturaufspaltung

2 4
A=AEY,, ,— AE? me(aZ)

n,l+1/2 ni-1/2 = 27131(1 +1) (14.14)
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ein, finden wir als Losung der charakteristischen Gleichung von (14.13)

A
AEs = AE) )5+ ppBm; + o

A? m; 1
= ~(uB)? . 14.
i\/4 +Aup By + (4B B) (14.15)

Daraus konnen wir wieder die beiden Grenzfille gewinnen:

i) A>upB
1
0
AE:E = AEn,I:l:l/2 + /LBij (1 + 21——{—1->
1 4% B? 4m§
- 1-— 14.16
*i A @117 ’ (14.16)

in Ubereinstimmung mit der Summe von (14.3) und (14.6).

ii) A< ugB

1 A 2m;
AEL = AE2,1_1/2 + /,LBB (mj + 5) -+ —2— (1 + 57 +J1)

A2 4m?
— . 4.
* mB (1 @712 (14.17)
Substituiert man m; = m;+1/2, ms = F1/2 und verwendet man

(14.3) und (14.14), ergibt sich Ubereinstimmung mit (14.8).

2 AT
P‘/z S V2 1

- 172 —-4
- —3/2 -

C 1 ] ) 1 18
0 1 2 3 ug B/A 4

Abb. 14.3. Relative Energieverschiebung AE/A als Funktion des reduzierten Magnetfeldes
ppB/A fir n =2 und Py, Py,
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Firn=2,1=1, P3/2 und P1/2 ist fiir B—0

A_mcz(Za)4 ABy3p 1 AE31/2 5
32 ’ AT 47

a4 4
Die Energieverschiebung fiir alle P3/,- und Py /5-Niveaus ist in Abb.14.3 dar-
gestellt.

14.2 Mehrelektronenatome

Fir das Mehrelektronenatom gehen wir vom totalen Bahndrehimpuls L und
vom totalen Spin S aller Elektronen und deren Summe J = L + S aus. Der
Zeeman-Hamilton-Operator lautet

€o €0
Hz = %(Lz +2Sz)B = 2mc(JZ + SZ)B . (14’18)

14.2.1 Schwaches Magnetfeld
Fir schwaches Magnetfeld sind die Ausgangszustéande
|J,My,L,S) . (14.19)

Diese sind Eigenzustande von J2, J,, L? und S2?, nicht aber von S,, und
wir bendtigen (S,). Wir kénnen hier nicht auf das Wigner-Eckhardt-Theorem
zurlickgreifen, das das Verhéltnis von (J;)/{S;) sofort liefert, sondern miissen
uns einer kurzen elementaren Rechnung bedienen. Wir gehen aus von der Iden-
titat

S(L-S)—(L-S)S=-iAhS X L , (14.20)

welche aus [S;, S;] = ihe;;k Sy folgt, und bilden deren &ufleres Produkt mit J:
SX JL-S)—(L-S)S X J=—-ik(S X L) x J

= —ih{L(S-J) - S(L-J)} =ih{ - J(S-J) + ST?} . (14.21)

Bilden wir nun den Erwartungswert von (14.21) im Zustand |J, My, L, S) und
beniitzen, da8 L - S diagonal ist, so verschwindet die linke Seite und wir finden

(SJ%) = (J(S-J)) . (14.22)
Mit §-J = (J? + 82 — L2)/2 ergibt sich
(S:) = (I)J(J+ 1)+ S(S+1) = L(L +1))/2J(] +1) (14.23)
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und die Energieaufspaltung
AE = upgyMjB , wobei . (14.24)

J(J+1)+5(5+1) ~ L(L + 1)
+ 277+ 1) ’

g5 =1 (14.25)
der zwischen 1 und 2 liegende Landé-g-Faktor ist.

..o

-

3

i fU)L

Abb. 14.4. Klassische Interpretation des Landé-g-Faktors

Anmerkung: Dieses Ergebnis entspricht dem klassischen Bild, daf8 J konstant langs B
orientiert ist und S und L um J prizedieren (Abb.14.4)

B = —J(L-J+25-0)/F
2m
= Ei-J(%(LZ + 2 - 8%+ S+ 2 - L))
m

e JJ+1)+S(S+1) - LL+1)
= J{” 29T + 1) }

2m

Gleichung (14.25) fithrt im Spezialfall des Wasserstoffs S = 1/2, L, J = L+ 1/2
auf das frithere Ergebnis (14.6).

14.2.2 Starkes Magnetfeld, Paschen-Back-Effekt

Wenn die Zeeman-Energie die relativistische Aufspaltung {ibersteigt, sind die
geeigneten Basiszustinde |L, My, S, Ms), in denen L?, L, §2 und S, diagonal
sind und auch Hy. Dann ist die Energieaufspaltung

AE = #BB(ML + 2M5) + C(n, L,S)MLMS . (14.26)

W

IR

Abb. 14.5. Klassische Vektoraddition fiir starkes Magnetfeld
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Dies entspricht dem klassischen Bild (Abb. 14.5), daB S und L unabhangig
voneinander um B rotieren, so daf} S, S,, L, L, und J,, nicht aber J konstant
bleiben. Der zweite Term kommt auch hier von der Spin-Bahn-Wechselwirkung.

14.3 Stark-Effekt

Wir untersuchen nun den Einflu8} eines dufleren elektrischen Feldes auf die En-
ergieniveaus des Wasserstoffatoms. Der ungestorte Hamilton-Operator Hggy)
ist in (12.1) angegeben und die Stérung

Hi=—-eE-x=—eEz (14.27)

stellt die Wechselwirkung des Elektrons mit dem in z-Richtung angelegten elek-
trischen Feld E dar. Da das atomare elektrische Feld von der Groflenordnung
Eg/ea = 1019 Vm™! ist, kann die Stérungstheorie fiir im Labor realisierbare
Felder auf jeden Fall angewendet werden.

Wir schicken einige allgemeine, aus der Symmetrie folgende Aussagen {iber
die Matrixelemente (n,l,m|z|n',!',;m’) von z in der Basis der Eigenzustiénde
[n,l,m) des Coulomb-Potentials voraus. Aus [L,, z] = 0 folgt

(n,,m|[L,2]|n",U',m') = (m — m/){(n, |, m|2|n/,I!,m') =0 ,
und daraus die Auswahlregel
m=m . (14.28a)

Betrachtet man eine Spiegelungsoperation, so sieht man, dafl das Matrixele-
ment (n,l,m|z|n’,I',m’') nur fiir Zustinde unterschiedlicher Paritét endlich
sein kann. Im Zusammenhang mit der elektrischen Dipolstrahlung wird gezeigt

I'=14+1 . (14.28b)

Nur wenn die ,,Auswahlregeln (14.28a,b) erfiillt sind, kann das Matrixelement
von z verschieden von Null sein.

14.3.1 Energieverschiebung des Grundzustandes

Wegen (14.28b) verschwindet fiir den Grundzustand des Wasserstoffatoms der
Beitrag 1. Ordnung Storungstheorie. Die zweite Ordnung lautet

(n,1,0]2[1,0,0)|?

2 o 22|
El_—‘ZCE El—En s

n=2

(14.29)

wobei schon die Auswahlregeln (14.28a,b) eingingen und die Ey, die ungestérten
Energieniveaus von Hcg,) bezeichnen. Aufgrund der atomaren Gréfenverhalt-
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nisse liegen diese Energieverschiebungen in der Groéfenordnung von E% =
—a3E?, wo a fiirr den Bohrschen Radius steht. Der exakte Wert betragt

E?=_24%E? . (14.30)
Durch Vergleich mit (—1/2)apE 2 folgt fiir die Polarisierbarkeit des Wasserstoff-
atoms im Grundzustand unmittelbar

ap = %a3 (14.31)

Zusammenfassend stellen wir fest, dafl es im Grundzustand keinen Stark-Effekt
erster, sondern nur zweiter Ordnung gibt.

14.3.2 Angeregte Zustinde

Die n = 2 Zustdnde des Wasserstoffatoms |2,0,0), |2,1,0), |2,1,1), |2,1,—1)
sind vierfach entartet. Wir miussen die entartete Storungstheorie verwenden und
zu einer Basis iibergehen, in der die Nichtdiagonalelemente von z verschwinden.

Die beiden Zusténde |2, 1, £+ 1) haben wegen (14.28a) keine endlichen Nicht-
diagonalelemente mit den drei tbrigen Zustinden und bleiben in der neuen
Basis ungeéndert. Da auflerdem wegen (14.28b)

(2,1, £1]z]2,1, £1) =0 ,

werden sie in erster Ordnung in E nicht verschoben und ergeben nur einen qua-
dratischen Stark-Effekt. Es bleibt noch die mit [2,0,0) und |2,1,0) gebildete
Matrix zu diagonalisieren, was auf die Eigenwertgleichung

_ <2a070|z|2’0a0> <2a070|2|2a130> Ay _p1fCa
eE(<27170lZ|27070> <21170|2|27170> 2 =E c2 (14.32)

fiihrt. Die Diagonalelemente verschwinden aus Paritatsgriinden (14.28b). Das
verbleibende Matrixelement ist

oo 1

(2,0,0}2]2,1,0) = 8_¢11‘f {dr rie=r/a <1 - -2%) fldn n?=—3a . (14.33)

Somit ergibt sich fiir die Eigenwertgleichung (14.32)
E! —3eaE c1

(—3eaE El ><c2)=0
Deren Eigenwerte sind

E! = +3egaE (14.34)
wo e = —eg eingesetzt wurde, und die zugehorigen Eigenvektoren lauten

\/%(jl) und \/%G) . (14.35)
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Abb. 14.6. Aufspaltung der n = 2 Zustande in erster Ordnung in E

Fiir diese Zustinde existiert ein Stark-Effekt erster Ordnung. Die Aufspaltung
in O(E) ist schematisch in Abb.14.6 dargestellt. Ein Wasserstoffatom im er-
sten angeregten Zustand verhélt sich, als hatte es ein Dipolmoment der Gréfle
3aeg, das sich zum Feld parallel und antiparallel orientieren kann, und in zwei
Zustanden keine Komponente langs des Feldes besitzt.

Wir schlieflen noch einige Bemerkungen an:

(i) Die Stérung (14.27) bricht die Rotationsinvarianz. Es ist [L?,]#0,
und deshalb werden Zustande mit verschiedenem [ gemischt.

(ii) Die Feinstruktur braucht fiir Feldstirken grofer als 10% V/cm nicht
beriicksichtigt zu werden, weil dann die Aufspaltung durch das elektrische Feld
grofler ist als die Feinstrukturaufspaltung. Fur kleinere Felder mufite man von
den Eigenzustanden von J ausgehen. In Linearkombinationen der Zusténde
2515 und 2Py, ergibt sich auch dann ein Stark-Effekt erster Ordnung.

(iii) Man kénnte gegen die Verwendung der Storungstheorie beim Stark-
Effekt grundsatzlich Bedenken haben. Wie aus Abb. 14.7 ersichtlich ist, sind die
Bindungszustinde genau genommen gar nicht stabil, sondern nur metastabil.
Jedoch ist die Tunnelwahrscheinlichkeit so enorm klein, daf§ die Stérungstheorie
ausreicht, um die Lage dieser metastabilen Niveaus zu berechnen.

bd-eEz+ V(1)

~NY

~
—
/_\ Abb.14.7. Potential beim Stark-Effekt

(iv) SchlieBlich wollen wir noch einige allgemeine Schliisse aus den Er-
gebnissen fiir das Wasserstoffatom ziehen. Fiir nichtentartete Niveaus gibt es
kein permanentes Dipolmoment, sondern nur ein induziertes. Fiir entartete
Zustadnde mit unterschiedlicher Paritat konnen permanente Dipolmomente auf-
treten. Die exakte Entartung ist allerdings nur im Coulomb-Potential wegen der
durch den Lenzschen Vektor erzeugten zusatzlichen Symmetrie vorhanden.
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Andererseits ist physikalisch klar, daf8 im Falle nahe beisammenliegender
Niveaus unterschiedlicher Paritét effektiv ein permanentes Dipolmoment vor-
handen ist. Diese Situation liegt in Molekiilen wie HCl und NH3 vor. Der
Grundzustand dieser Molekiile ist symmetrisch. Der antisymmetrische Zustand
liegt energetisch nur knapp hoher. Aus diesen beiden lassen sich Linearkombi-
nationen mit einem endlichen Dipolmoment d bilden, das tatséchlich realisiert
ist, wenn die Energie Ed sehr viel grofler als der vorhin erwahnte Energieun-
terschied ist.
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15. Molekile

15.1 Qualitative ﬂ'berlegungen

Die Grundbausteine von Molekiilen sind zwar Kerne und Elektronen; da sie
bei Energiezufuhr aber in Atome dissoziieren, sind sie naheliegenderweise als
Bindungszustande von Atomen anzusehen. Die Bestimmung der Energieniveaus
und selbst des Grundzustandes von Molekiilen ist erheblich komplizierter als bei
Atomen. Die Elektronen bewegen sich in einem von mehreren Kernen erzeugten,
anziehenden, nicht rotationssymmetrischen Potential. Man muf sich natiirlich
auch Uberlegen, inwieweit die Kernbewegung berticksichtigt werden muf. Hier
ergibt sich nun eine wesentliche Vereinfachung fiir die Theorie von Molekiilen
durch das kleine Verhaltnis von Elektronenmasse m zu Kernmasse M !:

m L 1n-3 _1n-5

7~ 10 10 . (15.1)
Deshalb bewegen sich die Kerne langsamer, haben eine kleine Nullpunktsener-
gie und sind somit gut lokalisiert. Die Elektronen ,sehen® zu jedem Zeitpunkt
effektiv ein statisches Potential. Durch die Vibration der Kerne werden die
elektronischen Wellenfunktionen adiabatisch deformiert.

Die Kerne eines Molekiils koénnen folgende Bewegungen ausfithren: Trans-
lation, Rotation und Vibration. Zur Abschatzung der typischen Energien die-
ser Bewegungen betrachten wir zuerst die typische elektronische Energie eines
Valenzelektrons, d.h. eines Elektrons, dessen Wellenfunktion sich {iber das ge-
samte Molekiil ausdehnt. Wenn die Ausdehnung des Molekiils a ist, so ergibt
sich nach der Unscharferelation und dem Virialsatz

. P2 (hja)® R

Eg = = om = oma? (15.2)
Zur Abschatzung der Vibrationsenergie bemerken wir, daf} die potentielle En-
ergie fir jede Normalschwingung (Eigenschwingung des Molekiils) die Oszilla-
torform Mw?R?/2 hat, wo M etwa die Kernmasse ist und R die Auslenkung
der Schwingung. Wenn R = a ist, wird diese Energie ungefahr F; sein, also

Mw?a? N 1
2 ~ 2ma?

1 me=0911 X 10727 g, m, = 1.6725 X 10~ g
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Fir die Schwingungsfrequenz folgt somit

N ml/zﬁ
WNM ma? ’

und die zugehodrige Energie ist

m

1/2
Evib = hw =~ (M) Eel . (15.3)

Die Rotationsenergie des Molekiils ist

R2I(1+1 X
+1) =B, , (15.4)

Brot = —57 Md2 M

wo fiir das Tragheitsmoment I = Ma? gesetzt wurde. Die elektronische Energie,
die Vibrationsenergie und die Rotationsenergie stehen zueinander jeweils im
Verhiltnis (m/M)1/2,

Die Frequenzen der Uberginge zwischen elektronischen Niveaus liegen im
Sichtbaren und Ultravioletten, die der Vibrationen im Infraroten und die der
Rotationen im fernen Infrarot. Aus der Vibrationsfrequenz kénnen wir auch
die typische Kerngeschwindigkeit und die Auslenkung der Vibrationen (das
Schwankungsquadrat) abschitzen. Die Nullpunktsenergie teilt sich zu gleichen
Teilen auf in kinetische und potentielle Energie, d.h.

P = Muw?R? = Zlﬁ oder P = (M)IMH

m—— 2 2 m a

Daraus folgt fiir die Kerngeschwindigkeit
P m\/* h m \?/4
w=17=(37) ma= (1) (159
und fiir die Vibrationsauslenkung

R= (}\—;‘;)1/2 - (%)1/4a : (15.6)

d.h. vg/ve = 1073 und R/a ~ 10~ !. Die Geschwindigkeit der Kerne ist sehr
viel kleiner als die Elektronengeschwindigkeit und ihre Auslenkung kleiner als

der Molekulradius a.
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15.2 Born-Oppenheimer-Naherung

Der gesamte Hamilton-Operator fiir Elektronen und Kerne lautet

H=Te+Tx + Vee + Ve + Vkk mit (15.7)
2 2
p; Py
L,=V8 =y K
e Z om ' K 2 oM
) K

Die Terme in H stehen fir die kinetische Energie der Elektronen und der Kerne,
und die Wechselwirkung der Elektronen, der Elektronen mit den Kernen und
der Kerne. Die Impulse und Koordinaten der Kerne sind Pk und Xk und der
Elektronen p; und @;.

Bevor wir die gesamte Wellenfunktion der Elektronen und der Kerne be-
trachten, lassen wir zuerst die Kernbewegung génzlich aufler acht, d.h. wir
halten die Koordinaten X fest. Die Wellenfunktion der Elektronen (2| X) bei
festen Kernlagen X bestimmt sich dann aus

(Te + Vee + Vex + Vi )9 (2] X) = e(X)p(z|X) . (15.8)

In der Wellenfunktion ¢ (2| X) und in (X) treten die Kernlagen nur als Para-
meter auf. Hier ist

e(X) = Vg + E(X)

die Summe aus der Wechselwirkungsenergie der Kerne und dem Energieeigen-
wert der wechselwirkenden Elektronen im Kernpotential.
Flr die Wellenfunktion des gesamten Molekiils machen wir den Ansatz

¥(z|X) = (| X)2(X) , (15.9)

das ist das Produkt aus einer Wellenfunktion fur die Kerne und der Wellen-
funktion der Elektronen bei festen Kernen. Aus HY = EV folgt

(@] X)(Tk + (X)P(X) = ¢(=|X)ES(X)

52 ) ) .
_ZEMLK[Q(XW%(W‘”‘X)+2VX4’(X)VX¢(=6IX)] : (15.10)
K

Wir multiplizieren (15.10) mit ¥(x|X)* und integrieren iber . Unter Ver-
nachlassigung der Terme, die von der zweiten Zeile folgen, ergibt sich die Born-
Oppenheimer-Gleichung:

(T +e(X)B(X) = ES(X) . (15.11)

In die Born-Oppenheimer-Gleichung, die effektive Schrodinger-Gleichung fiir
die Kerne, geht neben der Coulomb-Abstoflung die von den Kernorten abhangi-
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ge Energie der Elektronen ein. Die Gleichgewichtskoordinaten der Kerne erge-
ben sich aus den Minima der £(X). Die Kerne arrangieren sich so, daf} die
Summe aus ihrer Coulomb-Abstoflung und der elektronischen Energie mini-
mal ist. Die Schwingungsfrequenzen der Kerne ergeben sich aus den zweiten
Ableitungen von ¢(X).

Nun miissen wir noch die vorhin vernachlassigten Terme abschatzen. Der
2. Term aus der zweiten Zeile von (15.10) ist

[ 2@l s vlalX)~ g [deluExr =0 |

da die Norm unabhéngig von X ist. Der 1. Term wird fiir den unglinstigsten
Fall starker Kopplung ¥(z|X) = ¢(x — X) abgeschatzt:

2 -
57 8(X) [ o y(21X) V(2| X)

wZE [ 2 ya - X V(e - X) = B E(X) < |5

kln

In der obigen Herleitung der Born-Oppenheimer-Naherung wurde nur die
elektronische Grundzustandswellenfunktion beriicksichtigt. Man mufl jedoch
untersuchen, ob nicht Matrixelemente mit angeregten Zustanden wichtig sind.
Der systematische Ausgangspunkt ist die Entwicklung

U(z, X) = Zdia(x Yalz|X) (15.12)

wobei die angeregten Zustdnde ¥o(@|X) die Schrodinger-Gleichung
(Te + Vie + Vee Jba(|X) = EG(X)ba(2] X) (15.13)

erfiillen. Die Schrédinger-Gleichung fiir die Wellenfunktion (15.12) ist

3 Yo (2] X)[Tk + Vikx + ES(X) — ElS(X)
o (15.14)

=_§§ (_%) (2VX45 Vit (2] X) + So V5 z,ba/(wIX))

Multipliziert man diese Gleichung mit 4 (@|X)* und integriert iber die Ko-
ordinaten der Elektronen, ergibt sich

(Tx + Vkk + EJ(X) — E)8o(X) =0 . (15.15)

Dabei haben wir die Terme, die von der rechten Seite von (15.14) herrihren,
vernachléssigt. Diese miissen wir noch abschétzen. Der zweite Term enthalt

1

M "/)a’(mlx) =37 _vgd"a (:l:lX) >
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und ist deshalb um den Faktor m/M kleiner als die elektronische kinetische
Energie. Zur Abschitzung des ersten Termes setzen wir fiir die Kernwellen-
funktion die Oszillatorwellenfunktion exp { — (X — X¢)2Mw/2h} ein:

VxPor (X)V x o (2] X)

(X - X0)2Mw
- 2h
~ $or (X)X = X0) -V x Yo (2] X)

N(X-—XO)—A%Eexp{ }§X¢a’(w|X)

Es sei § = X — X eine typische Kernauslenkung, dann folgt

(X — X0)Vx%ar = Po(2]|X +8) — thos (2] X)
~ Yo (@ — 8| X) — o (2] X)

Diese Terme sind somit von der Gréflenordnung

2 1/2
Mo P o ho ~ (f‘—>/ Eq
E 2M M
Die vernachléssigten Matrixelemente sind um m/M und (m/M)!/?2 kleiner als
die elektronische Energie. Sie sind deshalb sehr viel kleiner als die Abstande der
elektronischen Niveaus und fiihren nur zu einer vernachlassigbaren Korrektur.
Mit diesen Vernachldssigungen haben wir in (15.15) wieder die Born-
Oppenheimer-Gleichung hergeleitet. Die Kerne bewegen sich in einem effek-
tiven Potential, das sich aus der Kern-Wechselwirkung und der elektronischen
Energie zusammensetzt.
Wir werden im weiteren die elektronische Energie fiir feste Kernpositionen
berechnen. Aus den Minima ergeben sich die molekularen Bindungszustande.

15.3 Das Hy -Molekiil

Zuerst betrachten wir das ionisierte H9-Molekil; dort bewegt sich ein Elek-
tron im anziehenden Potential zweier Protonen an den Stellen X 4 und Xp
(Abb. 15.1). Der Hamilton-Operator fiir das Elektron lautet

22 2 2 2
g MY _ e e L (15.16)
2m |z - X4| |e—Xpg| [X4- X5
@ X
SZA YB Abb. 15.1. Zum ionisierten Wasserstoffmolekiil
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Dieses Problem ist exakt l6sbar; dennoch werden wir uns hier mit einer qualita-
tiven Variationsldsung begniigen. Als Variationsansatz nehmen wir die Super-
position von 1s — Atom-Wellenfunktionen, die wegen der Spiegelungssymmetrie
symmetrisch oder antisymmetrisch sind:

Yx = Cx[pa(x)L¢p(e)] . (15.17)

Die beiden um die Kerne 4 und B konzentrierten 1s-Wellenfunktionen sind
Ya(z)= (7a®) " 2exp{ —|& — X 4|/a} . (15.18)
B B

Die Normierungskonstanten ergeben sich aus der Uberlappung der Wellenfunk-
tionen ¥ 4 und ¥ g:

/d% [ ()2 = CL(2+£25(R)) mit

2
S(R) = [ avat@wn@) = (140 + 5 ) e (15.19)

wo R = | X4 — Xp| der Kernabstand ist und S(R) das Uberlappungsintegral
darstellt. Der Erwartungswert des Hamilton-Operators in den Zustanden (15.17)
ist

(H)y = (2£25)7'((A|H|A) + (B|H|B) £ 2(A|H|B))

=(1+£5)"Y((A|H|A)Y £ (A|H|B)) , wobei (15.20)
2
(AIH|4) = [d*cpa(@)Hba(®) = B+ = / e @) T
62 R 2R
= = =) e~2R/a
E; + 7 (1 + a) e . (15.21)
Hier ist By = —1Ry die Grundzustandsenergie eines Wasserstoffatoms. Des
weiteren ist
(AlH|B) = [dsys(=)Hip(=)
2
- (E1 n ) - [BovaernE g - (52)
wobei das Austauschintegral durch
2 2
— 3 ¢ __& }_2. ~R/a 9
A_/d s paEWB(@) T = o <1+ a) e (15.23)

definiert ist. Daraus ergibt sich fir e+(R) = (H)4

248



Energie [ Ry]

2
ex(R)=(1%85)"! [El + % (1 + g) e2R/e

2 p) '
+ <E1 + -e—) S (1 + E) e—R/a] . (15.24)
R a a

In Abb. 15.2 ist €+(R) als Funktion des Abstandes R dargestellt. Daraus ist er-
sichtlich, dafl die symmetrische Wellenfunktion bindend und die antisymmetri-
sche Wellenfunktion abstofiend ist, weil () im Gebiet zwischen den beiden
Kernen grofer ist als (@), welches in der Halbierungsebene verschwindet.
Dafl die potentielle Energie wegen der sich addierenden Kernpotentiale dort
relativ stark attraktiv ist, erkldrt den Unterschied der elektronischen Energie.
Zur weiteren Erlauterung ist in Abb.15.3 e+ (R) —e?/R, also die reine elektro-
nische Energie ohne der Coulomb-Abstoflung der Kerne dargestellt.

1 2 3 4 5
0 T
‘T \ -1.00
\ \ -1.02
- v
2 ! .04
\\ =106
-4 \\ %-mel
| N § -110
tad o
6 -2 -
4
\. 10 15 2.025 30 35 40 |-
-8 \ N R/a
10 e
12 ['16

2 4 6 8 10 5 10 s 20
Ria

Ria
Abb.15.2. ¢4 (R) (—=) und e~ (R) (---)

Abb. 15.3. ¢1(R) — €?/R. Bezeichnung
als Funktionen von R wie in Abb.15.2

Die exakte Grundzustandsenergie ist niedriger als €4 (R). Die Werte der

Bindungsenergie und des Kernabstandes von H'z*' sind 2.8eV und 1.06 A ge-
geniiber den Variationsergebnissen von 1.76eV und 1.3 A.

15.4 Das Wasserstoffmolekiil H,

Der Hamilton-Operator fiir die beiden Elektronen des Wasserstoffmolekiils lau-
tet (Abb.15.4)
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2 2 2
FL2 32 -h—62 _ € _ €
2m 1 2m 2 le_XAl le_XBl
62 62 62 62

= - + +
|eg — X 4| |xo—Xp|  |e1—x2]  [X4— X5l

(15.25)

X1 XZ
o ©
D@
Xa Xg Abb.15.4. Zum Wasserstoffmolekiil

Aus der Sicht eines der beiden Elektronen ergibt sich folgendes Bild: Zusatzlich
zum Potential der Kerne kommt noch das abstoBende Potential des ande-
ren Elektrons. Ist das andere Elektron in einem symmetrischen Zustand, so
ergibt sich insgesamt ein schwicheres symmetrisches Potential. Die Wellen-
funktion des betrachteten Elektrons ist entweder symmetrisch oder antisym-
metrisch. Auch hier gibt es antisymmetrische (abstoflende) und symmetrische
(anziehende) Wellenfunktionen (Orbitale). Falls ein und derselbe molekulare,
symmetrische Einelektronzustand durch zwei Elektronen mit entgegengesetzten
Spinorientierungen besetzt ist, wird sich fiir die Bindungsenergie des Wasser-
stoffmolekiils Ey,

E’H2 < 2EH+

ergeben, wo EH+ die des ionisierten Wasserstoffmolekiils ist.

Es gibt zwei prinzipielle Naherungsverfahren, um das Hy-Problem zu be-
handeln: Die eine Methode besteht in der Konstruktion von Molekiilbahnen,
also Einteilchenwellenfunktionen fiir das Molekiil, die mit Elektronen besetzt
sind. Der andere Zugang ist die Heitler-London-Methode, die im Aufbau der
Zweiteilchen-Wellenfunktionen aus den Einelektronen-Wellenfunktionen (iso-
lierter) Wasserstoffatome besteht.

Methode der Molekiilbahnen (molecular orbits)

Hier ist der Ansatz fiir die Wellenfunktion der beiden Elektronen

¥s(1,2) = [Ya(z1) + ¥p(x)][Yal22) + P B(22)]
X Xsing/2lL + S(R)] . (15.26)

Der raumliche Teil ist das Produkt der H;’-Molek{il—Wellenfunktion P(x)
und 4 (@xy). Die Spins sind wegen des Pauli-Prinzips im Singulettzustand.
Einen Triplettzustand kann man nur durch

[P+ (@1)Y—(@2) — Y- (22)¢+(22)]Xtrip/ 21 + S(R)]
bilden. Er enthélt einen nichtbindenden Faktor und hat hohere Energie.
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Der Ansatz (15.26) hat folgende Schwéchen: Bei kleinen Abstanden ist die
Wellenfunktion ein Produkt von 1s-Wasserstoff-Wellenfunktionen statt Helium-
Wellenfunktionen. Bei groBen Abstinden zeigt sich eine-weitere Schwache. Dazu
betrachten wir den ausmultiplizierten Ausdruck

¥s(1,2) x [a(z1)a(2) + p(E1)dp(e2)]
+ [Ya(=1)¥B(22) + Y a(z2)bp(21)]

In den Termen der ersten Klammer sind beide Elektronen um das gleiche Atom
konzentriet. Fiir grofle Abstande sollte jedoch nur die zweite Klammer vorhan-
den sein, denn H + H ist energetisch giinstiger als p+ H™. Dennoch gibt diese
Wellenfunktion eine brauchbare obere Schranke fiir die Bindungsenergie, da
dafiir der molekulare Abstand der Kerne mafigeblich ist.

Heitler-London-Methode

Hier ist der Ansatz fiir den Singulett- und Triplett-Zustand

1

¥s(1,2) = m[’/m(wlﬂm(%) +¢p(®1)Ya(®2)]Xsing  (15.27a)

1

V)

[Wa(z1)Yp(x2) — vp(®1)ba(®2)lXtrip  (15.27b)

durch die symmetrische und antisymmetrische Uberlagerung von Einzelatom-
zustanden gegeben. Fiir grofle Abstande | X 4 — X g| beschreiben diese Zustinde
separierte Wasserstoffatome, was eine Verbesserung gegentiber der Methode der
Molekiilbahnen darstellt. Fir kleine Abstande trifft die gleiche Kritik wie bei
der Methode der Molekiilbahnen zu. Der quantitative Unterschied in den Bin-
dungsenergien der beiden Zustande (15.26) und (15.27a) ist relativ gering.
Der Erwartungswert des Hamilton-Operators H in den Heitler-London-
Zustanden (15.27a,b) liefert folgende obere Schranken der tatséchlichen Ener-

gle:
es =(H): = ((AB|H|AB) + (AB|H|BA))/(1+ 5?) . (15.28)

Hier bedeutet

(ABIH|AB) = [ da1d’zya(21) pp(e2)Hia(@1)bn(e2)
= (BA|H|BA) (15.29a)

(ABIH|BA) = [ d*e1d%2 ¥ a(21)pp(e) Hyp(21)h a(22)
= (BA|H|AB) . (15.29b)
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Mit der Schrodinger-Gleichung fiir die 1s-Wellenfunktionen

K2 =9 e
- — S — =F .
( 2} |m1_x,,|)¢g<m;> ey (15:30)
2 B

kann man (15.29a) in der Form

(AB|H|AB)Y =2E; +Q (15.31)
darstellen, wobei wir die Coulomb-Energie @

Q = /d3$1 /d?’l?z pa(e1)? p(e2)?

[ e? e2 e2 e?

- - +
|e1 — 22| |1 —Xp| [r2—-X4l] R

2
= —2/d3$1|———T¢A(‘”1)

€2

+ /d311d3w2 pa(z1)? Yp(z2)® + 7 (15.32)

e?
|1 — a2
eingefithrt haben. Die Terme in der zweiten Zeile sind der Reihe nach: Zweimal
die Coulomb-Wechselwirkung des um A konzentrierten Elektrons mit dem Kern
B, die gleich der Coulomb-Wechselwirkung des um den Kern B konzentrierten
Elektrons mit A ist, die Coulomb-AbstofBung der Elektronen und die Coulomb-
Abstofung der Kerne.

Fir (15.29b) ergibt sich mit (15.25) und (15.30)

(AB|H|BA) = S?2E, + A . (15.33)

Die Austauschenergie A ist durch

2
A = 52% + /d3x1d3x2 Ya(z1 ) p(2)a(z2)dp(er)

.2 .2 o2
[lml —zy| o1 — Xp| |z — Xal
o2
=5%— +/d3w1d T3 1/)A(w1)11)3(w2)|—“—‘“|¢3(‘”1)I/JA('W)
—95/d3 € ﬁifl);i(lwl) (15.34)

definiert. Sie ist ein MaB fiir das Quadrat der Uberlappung der Wellenfunktio-
nen, gewichtet mit den potentiellen Energien. Die Austauschenergie ist ein Ef-

fekt des Zusammenspiels von Quantenmechanik (Pauli-Prinzip) und Coulomb-
Wechselwirkung.
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Nun setzen wir (15.29)—(15.34) in (15.28) ein und erhalten fiir die Energien
im Singulett- und Triplettzustand

QtA

. =2E
€ 1t 115

(15.35)
Die Coulomb- und Austauschenergie sind Funktionen des Kernabstands. Die
Coulomb-Energie @ ist positiv und uberall klein. Abgesehen von ganz klei-
nen Abstanden ist die Austauschenergie negativ und iiberwiegt die Coulomb-
Energie, deshalb ist der Singulettzustand bindend, der Triplettzustand nicht.
Physikalisch riihrt das daher, daf8 fiir die Singulettfunktion die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit zwischen den beiden Kernen grof§ ist, wahrend sie im Tri-
plettzustand in der Ebene senkrecht zur Verbindungslinie der Kerne einen
Knoten hat. Zwar ist die Coulomb-Abstoung der Elektronen im Singulett-
zustand grofer, dies wird aber iberwogen durch die Anziehung der Ladungs-
verteilung im Zwischenbereich durch die Kerne links und rechts davon. Quan-
titativ ist diese Rechnung unbefriedigend; es ergibt sich fiir den Kernabstand
Ry = 0.8 X 1078 cm statt des experimentellen Wertes 0.7395 X 10~8 cm. Den-
noch zeigt sie den Ursprung der homdopolaren Bindung des Wasserstoffmo-

lekdils.
Anmerkung: Die expliziten Ausdriicke fiir Q@ und A lauten?

e? 5 3 1
Q= a—g (1 + =0~ Zg - '693) (15.36)

e? 6 11 103 49 11
=¢S5 |1+ -(C+1 el — 4y —p+ —pt+— 3)
4 a{ [+5( +"")]+e (8+20"+15g

+ %I—[Mm(—:;g) - 25Ei(—2g)]}

C = 0.57722
o —
Ei(z) = - / e—d{

An dieser Stelle wiirde sich natirlich eine weitere Diskussion der kovalen-
ten (homdopolaren) Bindung anbieten. Da diese notgedrungen nur qualitativ
sein kénnte, wollen wir darauf verzichten. Zum Abschluf dieses Abschnitts ge-

2 Y. Sugiura: Z. Phys. 45, 484 (1927)
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ben wir noch eine Aufstellung der Gréflenordungen der Bindungsenergien, wie
sie in Festkorpern fir die verschiedenen Bindungstypen auftreten:

Homdopolare = Kovalente Bindung 10eV
Ionische Bindung 10eV
Van-der-Waals-Bindung 0.1eV
Metallische Bindung 1-5eV
Wasserstoff-Bindung 0.1eV

15.5 Energieniveaus eines zweiatomigen Molekiils:
Schwingungs- und Rotationsniveaus

In den beiden vorhergehenden Abschnitten haben wir die effektive potentielle
Energie der Kerne und deren Minimum bestimmt. Natirlich kann man aus
der Born-Oppenheimer-Gleichung auch die angeregten Zustande der Kerne be-
rechnen. Wir wollen im folgenden die Schwingungs- und Rotationszustdnde von
zweiatomigen Molekillen wie z.B. HCl bestimmen. In diesem Fall ist die Born-
Oppenheimer-Gleichung (15.11) eine Zweiteilchen-Schrédinger-Gleichung, die
wie in Abschn. 6.4 durch die Einfiihrung von Schwerpunkts- und Relativko-
ordinaten und Abseparation des Schwerpunktsanteiles auf eine Einteilchen-
Schrodinger-Gleichung reduziert werden kann. Mit @ = X1 — X9 bezeichnen
wir die Relativkoordinate der beiden Kerne 1 und 2. Dann ergibt sich aus der
Born-Oppenheimer-Gleichung (15.11)

B2
[— %A + e(r)] Y(z) = Ey(z) . (15.37)

Hier haben wir die reduzierte Masse m = M7 - My /(M7 + M3) eingefiihrt und
erinnern daran, daf} die effektive potentielle Energie nur vom Abstand der bei-
den Kerne r = |&| abhangt. Wir haben in (15.37) wieder ein rotationssymme-
trisches Problem vorliegen.

Mit dem Ansatz (=) = Rpi(r)Yin(9, ) erhilt man

RZ (4 2 d R2(1+1)
[— o (Eﬁ + - ?J?) +e(r) + v Ry(r) = ERy(r) .(15.38)

Hier tritt als neues effektives Potential

R21(1 + 1)

o2mr?

Vett(r) = e(r) + (15.39)
auf. Wie in fritheren Kapiteln fiihrt die Substitution
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R,(r) = u%(r) auf (15.40)

r? d?
T o B2 + Verr(r) | ui(r) = Eup(r) . (15.41)

Fir kleine [ hat Vg ein von der Drehimpulsquantenzahl [ abhangiges Minimum,
welches wir mit r; bezeichnen. In dessen Umgebung koénnen wir Vg in eine
Taylor-Reihe entwickeln

Vet = Vesr(r)) + 3mwf(r =)+ ..., (15.42)
wo mw} = (d2veff/d7'2)|”. Fir kleine Auslenkungen kénnen wir in (15.42)

nach dem harmonischen Term abbrechen und erhalten nach Einfiihrung von
z =r —r;aus (15.41)

X RA(1+1)  mw? ,
TomaE Tt T e

u=FEu |, (15.43)

die Schrodinger-Gleichung eines harmonischen Oszillators. Deren Energieeigen-
werte sind

21(1+1 1
FE = 5(7‘[) + h—-—(i-z + hwl n+ - y (15.44)
20 2

worin das effektive Tragheitsmoment I} = mr,2 eingeht. Die zugehorigen sta-
tiondren Zustande sind

1 2
Un = An Hn (ii—;) exp{ -3 (xim) } (15.45)

mit g = (h/mw1)1/2. Die Wellenfunktionen u,; erfiillen zwar nicht die Be-

dingung u(r = 0) = 0, aber dies tut der Genauigkeit der Energieeigenwerte
keinen Abbruch, da u(0) xexp { — (r;/z¢;)?/2} im Exponenten das Quadrat
des Verhiltnisses von Kernabstand zu Schwingungsamplitude enthalt (siehe
auch (15.6)) und deshalb exponentiell klein ist.

Die Energieeigenwerte (15.44) setzen sich aus der effektiven elektronischen
Energie, der Rotationsenergie und der Vibrationsenergie zusammen.

Die Rotationsniveaus entsprechen einer Wellenldnge von A = 0.1-1 cm und
liegen im fernen Infrarot- und Mikrowellenbereich, wahrend die Vibrationsni-
veaus bei einer Wellenlange von A = 2 X 1073 — 3 x 1073 cm im Infraroten
liegen. Die Quantennatur dieser Anregungen &uflert sich in einer makroskopi-
schen Eigenschaft von Gasen, der spezifischen Wiarme. Die klassische spezifische
Warme ist Tkg/2 (drei Freiheitsgrade der Translation, zwei der Rotation, zwei
der Vibration). Diesen Wert findet man nur bei hohen Temperaturen. Im Ex-
periment und aufgrund der Quantenstatistik zeigt sich, dafl bei Erniedrigung
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der Temperatur zuerst die Vibrationen bei 10° K und dann die Rotationen
einfrieren.

15.6 Van-der-Waals-Kraft

Diese ist wichtig bei Edelgasen (He, Ne, Ar, Kr, Xe) und bei Verbindungen
von groflen Molekiilen. Die Ladungsverteilung der Edelgase ist sphérisch sym-
metrisch, aber nicht statisch; deshalb kommt es zu einer Wechselwirkung von
fluktuierenden Dipolmomenten.

R Abb. 15.5. Zur Van-der-Waals-Wechselwirkung zweier Wasserstoffatome

Qualitativ kénnen wir uns das Zustandekommen der Van-der-Waals-Wech-
selwirkung zwischen zwei Atomen folgendermaflen vorstellen. Das fluktuierende
Dipolmoment des ersten Atoms induziert ein Dipolmoment am zweiten Atom
(Abb.15.5). Das Potential des ersten Atoms ist p; -2/r3, und das elektrische
Feld des ersten Atoms

1 (p1-R)R
RS [_pl+3T

Dieses bewirkt ein induziertes Dipolmoment am zweiten Atom

oy (py-R)R
P2= 73 [_Pl t3 T

(ay, Polarisierbarkeit). Die Wechselwirkungsenergie der beiden Dipolmomente
ist

7

(p1-R)(p; - R)
R
= Rﬁplz( 6z] + 35215]1)1)1] <0

Dies ergibt eine anziehende Wechselwirkung ~ — 627‘8 /RS.

Wir kommen nun zur quantenmechanischen Theorie der van-der-Waals-
Wechselwirkung. Wir wollen diese fiir zwei Wasserstoffatome aufstellen und
bezeichnen die Koordinaten und Impulse der beiden Elektronen mit @;(z2)
und p;(p2) und den Abstandsvektor der beiden Kerne mit R. Der Hamilton-
Operator der beiden Elektronen lautet

H = Hy(21) + Ho(xa) + W(z1,22,R) , wo (15.46)
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Hy = —pi — und (15.47a)
2 2 2 |331 |
! .
2 2 2 2
e € e e
W(z1, 22, R) = -2 + 0 —0 0 . (15.47b
Lo = R Ry, ol Wrml Hom
Die Entwicklung
(1—+-316)'"1/2 = 1—%1’—}— %:1:24-
ergibt fir groffe Distanzen die Dipolwechselwirkung
2
€0 (z1-R)(z3 - R)
W(z1, @2, R) = 2 (:zzl R T (15.47H')

Der Einflufl von W wird nun stérungstheoretisch bestimmt. Die Wasser-
stoffeigenzustiande |nq) und |ng) genligen

Hiln1) = Eny|n1) ,  Halne) = Ep,|ng) . (15.48)
Die Anderung der Grundzustandsenergie ist

[{00|W |nyna)|?
AE(R) = (00|W]00) + rth e el
(R) = (00|W]00) + > Foo = B,

ninz

(15.49)

Hier bedeutet En n, = En, + En,, und der Strich am Summenzeichen besagt,
dafl iber n; = ny = 0 nicht summiert wird. Fiir Atome ohne Dipolmoment,
wie zum Beispiel Wasserstoffatome im Grundzustand oder Edelgase, ist der
erste Term Null. Der zweite Term ist immer negativ, wir schitzen ihn fur
Wasserstoffatome ab. Wir legen R in die z-Richtung, dann konnen wir den
zweiten Term in der Form —ep A/RS mit

0,0[w|nyn2)|?
4= 5l 15.50
Z En1n2 - EOO ( )

niny

und w = (—2z122 + y1y2 + z129) schreiben.
Die Grundzustandswellenfunktion des Wasserstoffatoms ist spharisch sym-
metrisch, ebenso wie bei den Edelgasen. Also ist

(00|w{0ns) = (00]w|n10) = 0

Im Zwischenzustand miissen beide Elektronen in einen angeregten Zustand
gehen. Der Energienenner

Enin, — Eoo = (3 —2)Ry...(0-2)Ry
variiert deshalb zwischen —3/2 und —2Ry. Niherungsweise folgt deshalb
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a a
AE(R) ~ — = > "1€0,0w[n1nz) | = —6—2<00|w2|00>
€0 ning 0

mit dem Bohrschen Radius a. Bentitzt man

—2r/a
(0la210y = 3 0Ir210) = o [drrt S = a2

4rad

(00]w?]00) = 6a®

dann folgt
66%0,5 )
V(R) = — RS Van-der- Waals- Wechselwirkung
2
~—0 01}1{:;2 , a;~a> Polarisierbarkeit . (15.51)
a

Die genaue Auswertung der Summe (15.50) durch London und Eisenschitz
ergab anstelle des Faktors 6 in (15.51) den Wert 6.47.

Die hier vorgefithrte Rechnung basierte auf dem statischen Coulomb-Po-
tential. Tatséchlich beruht die elektrische Wechselwirkung auf dem Austausch
von Photonen, ist also nicht instantan, sondern pflanzt sich mit Lichtgeschwin-
digkeit c fort. Die Ausbreitungszeit des Lichts ist Tt = 2R/¢, die charakteri-
stische ,,Umlaufzeit“ der Elektronen im Atom 7 =1/ me?. Fiir kleine Abstande
ist

e%a
TLicht T R<<)\<N ‘ﬁ_~10—60m> )

c

und es ergibt sich V(R)~ — 1/RS wie oben.
Fir grofle Abstande (R>> \) werden Retardierungseffekte wesentlich, und
es ergibt sich statt (15.51)

23, aljaz
V(R)=—TheZi2

(15.52)

d.h. R7 ersetzt RS. [Anders ausgedriickt, ist die atomare Energie in (15.51)
e% /a ersetzt durch hc/R, der Energie von Photonen mit der Wellenlinge R.]3

3 H.B.G. Casimir, D. Polder: Phys. Rev. 73, 360 (1948); E.A. Power: Advances in Che-
mical Physics XII, ed. by Hirschfelder (Interscience, London 1967)
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16. Zeitabhangige Phanomene

16.1 Heisenberg-Darstellung fiir einen zeitabhiangigen
Hamilton-Operator

Bislang studierten wir Probleme, die durch einen zeitunabhangigen Hamilton-
Operator dargestellt werden konnten. Mit Auffindung der stationéren Zustande
war das quantenmechanische Anfangswertproblem durch

[, t) = e UMy, 0) = T e Ent/Rin)y, 0)|n) (16.1)

n

gelost.
Falls der Hamilton-Operator neben einem zeitunabhéngigen Hy auch einen
zeitabhingigen Teil V(¢) enthalt,

H(t)=Ho+ V() |, (16.2)
konnen wir entweder die Schrédinger-Gleichung

.. 0

ihag [, t) = H)l¥, 1) (16.3)

zu 16sen versuchen oder die sogleich zu besprechenden Heisenberg-Gleichungen.
Die Losung der Schrodinger-Gleichung (16.3) kann formal durch

|1,) = U(t, t0)|%, to) (16.4)

dargestellt werden. U(t,tg) gibt an, wie sich ein beliebiger Anfangszustand
|1,to) im Laufe der Zeit entwickelt. Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung
ergibt folgende Bestimmungsgleichung fiir U(¢, ¢p):

0
ihb_tU(t’tO) = H()U(t,t0) (16.5)
die unter der Anfangsbedingung
Ultg,tp) =1 (16.6)

zu 16sen ist. Fiir zeitunabhéngiges H finden wir unmittelbar
Ut t0) = exp{ ~3H(1 - t0)}
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ein Resultat, das bereits aus Abschn.8.5 bekannt und gleichbedeutend mit
(16.1) ist. Fiir infinitesimale Zeitdifferenzen folgt aus der Schrédinger-Gleichung

|t + dt) = (1 - -;;H(t)dt) [#,t) und somit allgemein (16.7)

Ut +dt,t)=1- %H(t) dt . (16.8)

Nun konnen wir U(t, to) als Produkt von infinitesimalen Zeitentwicklungsope-
ratoren (16.8) darstellen

Ult, o) = exp { - —;L-H(to + Aln — 1))A} ...exp{ - %H(tO)A}, (16.9)

wobei das Zeitinterval (¢ —#g) in n infinitesimale Teilintervalle A = (¢ — t¢)/n,
n — oo, zerlegt wurde. Aus (16.9) sieht man sofort, dafl U(t,t() unitér ist:

Ut,to) Ut t0) = Ult, to)UT (1, 20) =1 . (16.10)

Wir definieren nun den Heisenberg-Operator Og(t) zum Schrédinger-Operator
O durch

Ou(t) = U(t,t0)  OU(t ) . (16.11)
Da U(t,tp) der gleichen Differentialgleichung geniigt wie exp { — iHt/h} im

zeitunabhangigen Fall, folgt genauso wie in Abschn. 8.5 die Bewegungsgleichung
(Heisenberg-Gleichung)

d i 5}

—0u(t) = g[HH(t),OH(t)] + 500 (16.12)
Der letzte Term in (16.12) tritt nur fiir Operatoren

Oxu(t) = O(zqu(t), py(t), Su(t), .. .;t) (16.13)

auf, die explizit von der Zeit abhingen (letztes Argument in (16.13)). Der
Heisenberg-Zustand ist durch

) = Ut to) T, 1) (16.14)
definiert. Also ist |¢)g = |%,%0) und deshalb unabhéngig von der Zeit:

d

=0 . (16.15)
Genauso wie in (8.59) gilt fiir die Matrixelemente von Operatoren

(¥, 0w, 1) = ($IgOu(t)le)y - (16.16)
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Anmerkung: Wir bemerken noch, daf§ (16.9) auch kompakt in der Form

t

U(t, tg) :Texp{—%/dt'H(t')} T (16.9")

o

geschrieben werden kann, wo T' der Zeitordnungsoperator ist, der die danach auftretenden

Faktoren in aufeinanderfolgender Zeit von rechts nach links ordnet.

Die Losung der Schrédinger-Gleichung oder der Heisenberg-Gleichungen
ist fiir zeitabhéngiges H(t) nur in Einzelfillen moglich: etwa fiir harmonische
Oszillatoren oder niedrigdimensionale Systeme wie z.B. die Bewegung eines
Spins der Grofle 1/2 im Magnetfeld. In aller Regel mufl man jedoch Naherungs-
methoden verwenden.

16.2 Sudden Approximation
(P16tzliche Parameteranderung)

Zur Illustration des Anwendungsbereiches dieser Naherungsmethode geben wir
folgendes Beispiel an: Ein Atomkern emittiert ein a-Teilchen. Die Elektronen
missen sich der neuen, um 2 Einheiten verminderten Kernladung anpassen.
Dabei ist die fiir die Umstrukturierung der Elektronenhiille charakteristische
Zeit wesentlich grofler als die Dauer des a-Zerfalls. Also befinden sich die
Elektronen unmittelbar nach dem Zerfall noch im selben Zustand wie vor-
her. Die Frage ist z.B., mit welcher Wahrscheinlichkeit die Elektronen nach-
her im Grundzustand sind. Die allgemeine Problemstellung ist folgende: Der
Hamilton-Operator (16.2) sei fir t <0 zeitunabhangig, H = Hp, gehe dann
innerhalb der ,Schaltzeit“ 75 in H = Hy + V iiber und bleibe danach zeitun-
abhingig (Abb.16.1). Dabei setzen wir voraus, dafl 75 wesentlich kiirzer sei
als die fiir die Umstrukturierung des Systems charakteristische Zeit 7, d.h.
Ts < Tch- In diesem Sinne erfolge die Anderung ,plotzlich“. Wie grof} ist z.B. die
Wahrscheinlichkeit, daf§ das betrachtete System nachher in einem angeregten
Zustand ist, wenn es vorher im Grundzustand war?

Vit h

1
V—-'
:
)
. >
0 t
C T Abb. 16.1. Zeitverlauf des zeitabhangigen Teils des Hamilton-
) Operators (16.2)

261



Die stationéren Zustande von Hy (vorher) seien
|n0,t) _ e-iEgt/h|n0> :

und die stationdren Zustande von Ho + V (nachher)
|77, t) = emiEat/h|7)

Wenn das System vor der Anderung im Zustand |¢, t) war, dann ist es aufgrund
der Voraussetzung 75 € 7, auch unmittelbar danach in diesem. Die weitere
Zeitentwicklung erfolgt gemaf

[,1) = L B m) (@, 0) (16.17)

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Ubergang von |4} nach |7) stattfindet, ist
Py—m = (1, 0)* . (16.18)
Die ,sudden approximation® ist nur fiir ﬁberginge zwischen diskreten Zustdnden

brauchbar. Bei Ubergingen ins Kontinuum ist die Bedingung 7s < 7., nicht
erfllt.

16.3 Zeitabhangige Storungstheorie

16.3.1 Storungsentwicklung

Wir setzen nun voraus, dafl der zeitabhangige Teil V(¢) im Hamilton-Operator
(16.2) klein gegentliber Hy sei und als Storung betrachtet werden kann. Auflerdem
sei V() = 0 fur Zeiten ¢ <tg.

Fiir t < tg befinde sich das System im Zustand [°, t), welcher der Schrédin-
ger-Gleichung

ih 210, 1) = Holu®,1) (16.19)

gentigt. Mit Einschalten der Stérung entwickelt sich daraus ein Zustand |y, ),
der die neue Schrodinger-Gleichung

., 0
iz ¥, 8) = [Ho + V()]lw, 1) (16.20)
und die Anfangsbedingung

[,y = |90, 1) fir 1<t (16.21)

erfillen mufl.
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Fiir die systematische Entwicklung der Stoérungstheorie ist es zweckméBig,
den Teil der Zeitentwicklung, der aufgrund von Hy erfolgt und grundsitzlich
als bekannt vorausgesetzt wird, abzuseparieren. Dazu gehen wir zur Wechsel-
wirkungsdarstellung (auch Dirac-Darstellung genannt) uber. Die Zusténde in
der Wechselwirkungsdarstellung |¢,t); sind durch (Abschn.8.5.3)

l,2) = ot Ry, 2y (16.22)

definiert. Die Bewegungsgleichung in der Wechselwirkungsdarstellung erhalten
wir, indem wir (16.22) nach der Zeit ableiten und die Schrédinger-Gleichung
(16.20) verwenden: ‘

5 .
ih =10, = —Holy, t) p + TP [Hy + VD)l 1)

also

ih 1,0 = Vi, (16.23)
Hier wurde der Stéroperator in der Wechselwirkungsdarstellung

Vi(t) = etHot/hy(4)e—1Hot/h (16.24)
definiert.

Anstatt (16.20) konnen wir die Schrédinger-Gleichung in der Wechselwir-
kungsdarstellung (16.23) 16sen. Die Zeitintegration ergibt

t
1 ! ! /
|wm=WMn+ﬁ/mwquh, (16.25)

eine Integralgleichung, die durch iteratives Einsetzen folgende Reihenentwick-
lung in Vi(t) ergibt:

t
1)y = [, to)y + o [ ' Vi)l o),
1th

1 t/
1
+W/dt’/dt” ViV, te)y + .. (16.26)
to to

Diese Entwicklung bezeichnet man als Neumann-Reihe. Sie erlaubt prinzipi-
ell, bei Zutreffen der Voraussetzungen der Stérungstheorie, den Zustand in
beliebiger Ordnung im Stdéroperator zu berechnen. Wir werden uns hier auf
Anwendungen beschranken, in denen die Reihe bereits nach dem ersten Term
abgebrochen werden kann.
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16.3.2 Uberginge 1. Ordnung

Das System sei anfangs im Eigenzustand
Im, ) = e—iHot/ﬁ|m> — e—iE'mt/hlm>

des ungestorten Hamilton-Operators H, 0. Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit,
nach der Wirkung von V(t) das System zur Zeit ¢t im Zustand

I, 2) = e~ HOt/R |y — o=iEnt/A ]y
zu finden. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir diesen Ubergang ist

(n, 1], 8) = (n|eFo/R |, 8) = (n]yp, 1) (16.27)
Setzen wir den Anfangszustand

[0, 6y = o/t jm, 2) = m)

in (16.26) ein, finden wir in 1. Ordnung in V(¢)
1
[,y = Im)+ = [d'Vit)m) . (16.28)
to
Damit ergibt sich fiir die Ubergangsamplitude

i
1
(mtle,t) = Enm + = [ At/ Vi(t')|m)
t
. ; (16.29)
= bnm+ = /dtlel(En——Em)t'/h(nlv(t/)lm>
to

Die Ubergangswahrscheinlichkeit Pryn(t) von |m) in einen anderen orthogona-
len Zustand |n) ist das Betragsquadrat dieses Ausdrucks:

t 2
1 . '
Prn(t) = [n, |y, t)]? = ]% / dt! ER=Em)E/h (n|y(¢)|m)| . (16.30)
to

16.3.3 Ubergange in ein kontinuierliches Spektrum, Goldene Regel

Wir wenden nun (16.30) auf Ubergénge in ein kontinuierliches Spektrum von
Endzustanden an. Beispiele dafiir sind:

a)  die Streuung: Hier geht der Impuls k eines Teilchens in k' {iber. Die
Storungstheorie erster Ordnung fuhrt auf die Bornsche Naherung der
Streutheorie;
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b)  a-Zerfall: Auch hier liegen die Endzustande, die Impulse der a-Teilchen
in einem Kontinuum;

c) optische Ubergange: Ein angeregter Zustand geht in einen niedrigeren
unter Emission eines Photons {iber, dessen Impuls kontinuierlich variiert.

Wir werden spater diese konkreten Beispiele wieder aufgreifen, jedoch
zunéchst die allgemeine Theorie derartiger Uberginge aufstellen.

Wir betrachten zuerst eine Storung, die zur Zeit ¢t = 0 eingeschaltet wird
und sich dann nicht mehr andert,

V() =V-0) . (16.31)

Wir konnen hier nicht die ,sudden approximation“ verwenden, da ﬁbergénge
innerhalb eines Kontinuums von Zustanden in beliebig kurzer Zeit erfolgen.
Setzen wir (16.31) in (16.30) ein, ergibt sich

¢ 2
Prnlt) = = /dt’ei(En-Em)t’/’i(n|V|m)|
0
1 |elwnmt _ 1 2
Ef Wnm
1 [sin(wpmt/2)
h_2 ! ‘-ﬂ’nm/2

(n|V]m)

2
[ iwvim? it (16.32)

Zur weiteren Auswertung von (16.32) betrachten wir die Funktionenfolge

sin? ot

bt(a) = (16.34a)

walt

die als Funktion von « in Abb. 16.2 dargestellt ist. Sie hat die Eigenschaften

L2
Oyfed = s;rnrx?:(t

Abb. 16.2. Die Funktion é;(a)
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4 ){:t/w fir a=0 (16.34b)
e <1/ma’t fir a#0 '

Fiir eine Testfunktion F(«) gilt

Jim / da 8y(a)F(a) = F(0) (16.34¢)

-0
also ist die Funktionenfolge §;(«) eine Darstellung der é-Funktion:
lim é(a) =6(a) . (16.34d)
t-—o00
Fir lange Zeiten erhalten wir also

Prn(t) = t226( B — En)|(nlVIm)* (16.35)

Daraus ergibt sich die ﬂ'bergangsrate, also die I"Jbergangswahrscheinlichkeit pro
Zeiteinheit

2
oy = %5(&, — En)|(n|VIm))? . (16.36)

Da wir hier ]_jbergéi.nge in Zustande eines kontinuierlichen Spektrums behan-
deln, ist die Ubergangsrate in eine Gruppe von Zustanden von Interesse; zum
Beispiel bei der Streuung in alle Zustinde mit der Wellenzahl in einem be-
stimmten Winkelbereich. Wir setzen voraus, dafl das Matrixelement fir alle
diese Endzustande gleich ist und fithren die Zustandsdichte o(E)) der End-
zustande ein: o( En)dE, gibt die Zahl der Zustande im Intervall dE, an. Dann
ist die Ubergangsrate in diese Menge von Zustanden

S Lonn = [ dB o En) Lo = ol B) 2 mlV ) (16.37)

Die Energie des in das Matrixelement von (16.37) eingehenden Endzustandes
|n) muB gleich Ey, sein.

Die Formeln (16.36), (16.37) und deren Analoga fiir periodisch variierende
Potentiale V(t) wurden von Pauli 1928 hergeleitet und werden wegen ihrer
vielfaltigen Anwendungen nach Fermi als ,Goldene Regel“ bezeichnet!.

Wir wollen hier noch einige Bemerkungen zur Giiltigkeit der Goldenen
Regel einschieben. Hierfir miissen wir wieder zu unserer urspriinglichen Dar-

stellung der é6-Funktion é;[(Ey, — Ey,)/2] in (16.34a) zuriickkehren. Fiir jedes

1 W. Pauli: ,Uber das H-Theorem vom Anwachsen der Entropie vom Standpunkt der
neuen Quantenmechanik“. In: Probleme der modernen Physik, Arnold Sommerfeld zum 60.
Geburtstag (Hirzel, Leizpig 1928);

E. Fermi: Nuclear Physics (Univ. Chicago Press, Chicago 1950) p. 148.
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! Abb. 16.3. Die Funktion 8 (( En — Ey)/2h),
—Tp e die Zustandsdichte ¢(E,) und der Abstand
der Endzustande

p(En)
b€ I
+ =

Em ' .‘En

endliche ¢ ist die Breite dieser Funktion 27k /t. Damit sie durch eine é-Funktion
ersetzt werden darf, muf} die Breite der Energieverteilung der Endzustinde AE
sehr viel grofler sein als 27h/t (Abb. 16.3). Als zweite Bedingung haben wir,
daB viele Endzusténde innerhalb dieser §-artigen Funktion liegen, nur dann
kénnen wir diese Menge von Zustinden durch eine Zustandsdichte charakte-
risieren. Nennen wir den Abstand der Energieniveaus 8¢, haben wir somit die
Bedingungen

2mh 2rh 2nh

2= der 22 il

AE> " > be  oder AE<<L‘<< 5o
16.3.4 Periodische Storung

Nun erweitern wir die Goldene Regel noch auf den Fall, daf} die zur Zeit ¢t = 0
eingeschaltete Stérung periodisch mit der Zeit variiert. Dies liegt etwa bei einem
periodischen &ufleren elektrischen Feld vor. Allgemein ist

V(t) = O(t)(Fe it 4 Fleiwt)y | (16.38)

wobei F' ein Operator ist. Fiir die spiter noch zu behandelnde Kopplung an
das elektromagnetische Feld ist V in (16.43) angegeben.

Dann ist das Ubergangsmatrixelement (Abb. 16.4)

i
<n,t|¢,t) - lih/dtl I:ei(wnm—w)t/<n|Flm> + ei(Ldnm+W)tl (anT|m>} .
0 (16.39)

Splwym*w) Oy (wpy-w)

Abb. 16.4. Frequenzabhangigkeit des
» Ubergangsmatrixelementes

]
€
o
[T RS

wnm
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Wegen der Nichtitberlappung der beiden §-artigen Funktionen tragen die ge-
mischten Terme im Absolutbetragsquadrat von (16.39) nichts bei:

[(n, tl, )17 =t 2[5(an W) (I FIm)|? + 8(wnm +w)[(n] FTm)|?]
Daraus ergibt sich fiir die Ubergangsrate

2
T = 7"[5(&, — Em — hw)|(n|F|m)/|?

+ 8(En — B + ha)|{n| FTm)|3]) . (16.40)

16.4 Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld

16.4.1 Hamilton-Operator

Eine wichtige Anwendung der zeitabhangigen Storungstheorie, insbesondere
der Goldenen Regel, ist die Theorie der Emissions- und Absorptionsvorgénge
von Photonen. Der uns bekannte Hamilton-Operator eines Elektrons im elek-
tromagnetischen Feld ist

1 2
H= [p - —A(a: t)] +ed(z,t) + V(z) . (16.41)

2m

Daraus folgt flir Atome mit mehreren Elektronen der ungestorte Hamilton-
Operator

Hy = Z(%p? + V(:cz-)) | (16.42)

und der zeitabhangige Wechselwirkungsterm

V(t) = Z(‘;%;{PiaA(wi,t)} +edi(:c,,t)) , (16.43)

wobei wir liber die Elektronen summieren. Mit der Teilchendichte und Teilchen-
stromdichte?»3

=Y 6(x—=x;) und (16.44)

2 FElektrische Stromdichte

J(z) = _c__ Z{[ (= A0 0] 8@ - 20}

3 Der Index i numeriert die Elektronen.
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i@ =53 {B 8@ -2} (16.45)

kénnen wir V(t) auch in der Form

e e2 v
V(i) = /dax [- Zj(z) c Az, t) + W@(z)Az(w,t) + eo(x)P(x,t)

(16.46)

schreiben.

Elektromagnetische Wellen sind Oszillationsvorginge des elektromagneti-
schen Feldes. Diese wollen wir in Analogie zum eindimensionalen harmonischen
Oszillator quantisieren. Fir einen eindimensionalen Oszillator ¢ wissen wir aus
Abschn. 3.1, dafl der Hamilton-Operator

(16.46a)

durch die Transformation

B . ‘
qg=1/ 2mw(ae‘“"’t + aTe“"t) , (16.46D)

la,alj=1 (16.46¢)

in die Form
H = Tzw(aTa +3) {16.46d)

gebracht werden kann.

Fiir das freie Strahlungsfeld verwenden wir die transversale Eichung, div A
= 0. Dann gilt wegen der Abwesenheit von Quellen & = 0 und

1. ~
E=-—-A , B=Vx4 . (16.47)

A geniigt wegen der Abwesenheit duflerer Strome der freien Wellengleichung.
Nun kénnen wir das Strahlungsfeld in eine Fourier-Reihe

Az, t) = Y Ap(t)ek ® (16.48)
k

entwickeln. Die einzelnen Schwingungsamplituden Ay (t) werden wir ebenso wie
in (16.46b) in Summen von Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren zerlegen.
Dazu miissen wir nur noch finden, was wir fiir m und w einzusetzen haben.
Dies kénnen wir aus der Energie des Strahlungsfeldes ablesen, welche durch

1 1 1 -
Hgyy = 87]d3x(E2 +BY) = é;;Z (-65|Ak|2 + |k X Ak|2) (16.49)
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gegeben ist. Vergleich von (16.49) mit (16.46a) zeigt, daf ck fiir w und 1/4nc?
fiir m einzusetzen ist. Wenn wir schliellich noch das Vektorfeld Ap durch die
beiden auf k senkrecht stehenden Polarisationsvektoren ey, 5 (A = 1,2) darstel-
len, erhalten wir

h2re L T
A(:l:,t) —_ Z o (ak,)\ek,/\elk x 1wt+a,“;v\s;;’>‘e ik« 2wt

&16.50)

Hier haben wir die Frequenz w = ck und das Volumen V eingefiihrt, an des-
sen Begrenzung wir periodische Randbedingungen annehmen und dadurch die
Werte von k festlegen.

In Analogie zum Oszillator verlangen wir

[ak,x, a,t,’A,] =S prbax - (16.51)

Dann erzeugt (vernichtet) a;[e y(ag,\) ein Quant mit der Wellenzahl k und der

Polarisation A. Setzt man die Entwicklung von A(x,t) in (16.49) ein, so erhalt
man als Hamilton-Operator des freien Strahlungsfeldes

Hsi = Y hek(al yapp +3) (16.49)
kA

16.4.2 Spontane Emission

Wir betrachten nun die spontane Emission eines Photons durch ein Atom.
Dabei geht ein atomares Elektron von seinem Anfangszustand |m) in den Zu-
stand |n) {iber und emittiert ein Photon mit Wellenzahl k und Polarisation A.
Das Strahlungsfeld befinde sich anfangs im Grundzustand — auch Vakuumzu-
stand genannt — den wir mit |0) bezeichnen. Dann ist der Anfangszustand des

Gesamtsystems |0)|m) und sein Endzustand a,]: 410)[n). Der Storoperator, der

den Ubergang induziert, ist durch den ersten Term in (16.46) gegeben, wobei
wir (16.50) einsetzen. Er ist von der Form (16. 38) Wegen ags y/|0) = 0 und
der Oszillator-(Bose-)Vertauschungsrelation trigt in der Goldenen Regel fiir
die Ubergangsrate (16.40) nur der zweite Term bei,

(27)2e?
ke

Fm——»n,k,)\ = 6(Em —FE, — hck)

—1k .z

(n|/d O I Y — = |m> . (16.52)

Daraus kénnen wir nun die Leistung dP), die in den Raumwinkel df2 abge-
strahlt wird, bestimmen. Dazu erinnern wir uns, dafl in einem Volumenelement
d®k des k-Raumes d°k - V /(27)3 Zustinde liegen und schreiben d®k = k2dk df2.
Fihren wir noch die Fourier-Transformation der Stromdichte ein
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gk = [ dzj@e® (16.53)
so finden wir schlief8lich

dP)\ = Z Tzck m——»nk)\
keds?

dkk3h (2m)2 )
—dn- / 3 ue2|(n|_1k-e:z,/\|m)|25(Em — E,, — hck)

K

(16.54)
dPy,  w?e?

10 = 23 Knldx - ek Alm)l : (16.55)
Wegen des in der §-Funktion von (16.54) enthaltenen Energiesatzes ist w =
(Em — En)
schrankt.

Anmerkung: Bevor wir diese quantenmechanische Formel auswerten, wollen wir uns einen
Uberblick uber die auftretenden GréBenordnungen verschaffen. Die Energle eines bei ato-
maren Ubergangen emittierten Photons ist hw~mc2(Za)? ~(Ze)?/a, deshalb ist die Wel-
lenlange A = A/(27) = ¢/w = a/(Z? * ), wobei a der Bohrsche Radius und « die Feinstruk-
turkonstante ist (siehe Abschn.6.3) und die klassische Umlaufzeit 7 &= 27a/v = 2xa/(a*c)
~ 27 /w. Zur Bestimmung der Lebensdauer AT oder Dauer des optischen Ubergangs iiber-
nehmen wir aus der klassischen Elektrodynamik die Leistung, die von einer beschleunigten
Ladung e in alle Raumrichtungen emittiert wird:

2¢?
:/dP:i:’cz
3c3

Fur atomare Dimensionen konnen wir dies so abschatzen:

4.2 2
wre 1 e

a’ ~vw—r —a® ~h?a’Zt
3 A3 a

~

C

Groéfenordnungsmafig mufl die Leistung auch gleich dem Verhaltnis von hw zu AT sein, d.h.

P = hw/AT, und deshalb

1
AT =~ —ZTw_la_3~w_la_3 . (16.56)

Damit kénnen wir auch die Kohdrenzlange der emittierten Lichtwelle AL = ¢+ AT ab-
schatzen. Fiir sichtbares Licht ist 1/A = 1.3 X 10*ecm™?!, d.h. w = 10'5 Hz, und deshalb
AT = 1079 sec. Dem entspricht ein kohédrenter Wellenzug der Lange AL & 10-20cm.

Nun kehren wir zu (16.55) flir die pro Raumwinkeleinheit in Richtung von
k abgestrahlte Leistung zuriick. Weil fiir Atome

Lz mka=a/xmaxl (16.57)

ist, kénnen wir im Matrixelement die Exponentialfunktion von (16.53) ent-
wickeln:
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(nljplm) = (n|/d3m(1—ik-w+%(ik-m)2+ )| m)
:(n|j0|m)—i(nl/d3x(k-:z:)j(:c)|m)+ o (16.58)

Die Terme in (16.58) geben der Reihe nach elektrische Dipoliiberginge, ma-
gnetische Dipolibergénge, elektrische Quadrupoliibergénge etc.

16.4.3 Elektrische Dipoliibergénge (E1)

Diese riihren vom Term nullter Ordnung in (16.58) her. Die Fourier-transformierte
Stromdichte bei k = 0 ist nach (16.53) und (16.45)

1

jo = —P bei 16.59

do=—P , wobci (16.50)

P=>p; (16.60)
i

der Gesamtimpuls ist. Die Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt

X=> = (16.61)
i
ist gerade
1 i
—P=—[Hy, X] , (16.62)
m h

mittels derer sich das in (16.58) bendtigte Matrixelement zu

(nljalm) = + (nl[Ho, X]Im)

i (16.63)
ergibt. Wir definieren das Dipolmatrixelement
dpm = (n|X|m) (16.64)

und erhalten schlieflich fiir die abgestrahlte Leistung von Photonen mit Pola-
risation A

dP,  wte?
dQA ol dnm - eqal? (16.65)

Die Leistung ist proportional zur vierten Potenz der Frequenz w = (E,— E,)/h
des abgestrahlten Lichts. Die Amplitude des emittierten Lichts ist proportio-
nal zur Projektion von dy,, auf €} kA und die Intensitat zu deren Quadrat. Das
Matrixelement edy, des Dlpoloperators eX bestimmt, welche elektrischen Di-
poliibergange moglich sind.
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16.4.4 Auswahlregeln fiir Dipol-(E1)-Uberginge

Aussagen uber das Verschwinden oder mégliche Nichtverschwinden des Matrix-
elementes dp,m bezeichnet man als Auswahlregeln. Zu deren Herleitung gehen
wir von

[L,,Z]=0 , [L;,X%iY]=x(X%iY)h (16.66a,b)
aus, wobei
L= Z(Zi X pi) (1667)
]

der Gesamtdrehimpuls und X, Y, Z die Komponenten des vorhin definier-
ten Schwerpunkts sind. Wir nehmen an, daf Anfangs-(End-)zustand Figen-
zustinde von L% und L, sind mit Quantenzahlen /(I') und m(m'). Dann folgt
aus (16.66a,b)

{',m|Z|l,m)(m' —=m)=0 (16.68a)
', (X +iY)|l,m}(m' —m —1) =0 und (16.68b)
@' |(X =iV)|,m)(m' —m+1)=0 . (16.68¢)

Elektrische Dipoliibergénge sind nur dann moglich, wenn eines der Dipolma-
trixelemente endlich ist, d.h. nach (16.68a—c), wenn eine der Auswahlregeln

r_ m
m =3 (16.69)

erfillt ist.
Mittels des Kommutators

[L2,[L%, X]) = 2h%{X, L2}
zeigt man ganz analog, dafl
(U, m| XL m)(I+ DY+ T +2)[(1 =T - 1] =0
Aus dem letzten Faktor folgt die Auswahlregel
I'=1+1 . (16.70)

Da I’ und ! beide nicht negativ sind, kann der dritte Faktor nicht verschwinden,
und der zweite nur fiir ' = I = 0. Dies ist aber keine mogliche Auswahlregel,
da die Zustinde mit I’ = [ = 0 richtungsunabhingig sind und deshalb diese
Matrixelemente von X verschwinden. Formal zeigt man dies leicht mittels des
Paritatsoperators P (siehe (5.35)),

(0]X]0) = (O[PXP|0) = —(0| XP?|0) = —(0| X[0)
also (0| X|0) =0
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Spin-h
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a} m'=m b) m=mt1

Abb. 16.5a,b. Polarisation fir elektrische Dipoliibergange

Wir wollen nun noch die Polarisation des emittierten Lichts besprechen.
Fiir Ubergénge, bei denen sich m nicht andert, m' = m, ist nach (16.68b)
dynn ~ €. Das emittierte Licht ist nach (16.65) fiir derartige Ubergange in der
k — e,-Ebene linear polarisiert (siehe Abb.16.5a). In der z-Richtung gibt es
keine Abstrahlung.

Fiir elektrische Dipoliiberginge mit m’ = m + 1 sind die Matrixelemente
von X +1Y endlich und wegen (16.68b,c)

', (XFiV)|,m)=0 , dh. (', m|Y|l,m) =5, m|X|l,m)
Da auflerdem die Z-Komponente wegen (16.68a) Null sein mu8, finden wir

1
d~ | Fi | . (16.71)
0

Zeigt der Wellenvektor k des emittierten Photons in die z-Richtung, so ist es
wegen €,y = €1 Fieg rechts-(links-)zirkular polarisiert, und seine Helizitat
negativ (positiv), entsprechend einem Spin —A (+%) in Richtung von k, den
es aufgrund der Erhaltung der z-Komponente des Drehimpulses hier mitneh-
men muf. In der ,dquatorialen® zy-Ebene emittiertes Licht ist dagegen linear

polarisiert. Fir alle {ibrigen k-Richtungen ist es elliptisch polarisiert (siehe
Abb. 16.5b).

- Abb. 16.6. I"Ibergiinge von n,n — 1 Zustanden
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Die Auswahlregeln schrianken die optischen Ubergange erheblich ein. So
kann ein H-Atom von einem der Rydberg-Zustande mit groBer Hauptquanten-
zahl n aus, wenn dariiberhinaus auch noch ! = n — 1-ist, nicht direkt in den
Grundzustand, sondern iiber Dipoliiberginge nur Schritt fiir Schritt von einem
Niveau zum néchsten iibergehen. Das gleiche findet man beim Einfang von
p-Mesonen, die zunéchst in einen hochangeregten exzentrischen Zustand, d.h.
! = n, gehen (sieche Abb. 16.6).

16.4.5 Quadrupoliiberginge und magnetische Dipoliibergiange

Die elektrischen Quadrupoliberginge (E2) und die magnetischen Dipoliiberginge
(M1) ergeben sich aus dem zweiten Term in (16.58) fiir die Entwicklung der
Stromdichte. Zuerst symmetrisieren wir bezliglich Wellenzahl und Polarisation

—i/d%(k-m)u(m)-e; N
:—i/d3 Hk-2)i(=) e}, \] — (e} 1 - ) li(@) - K]}
+ H(k-2)i() -}, ] + (e} - 2)i(2) - k]}] . (16.72)

Der erste Term kann auch in die Form

—i%/d%(k x ef Ve X j(z)] =~

(16.73)

gebracht werden. Wegen der Proportionalitdt zum Bahndrehimpuls und da-
mit zum Bahnanteil des Operators des magnetischen Moments, nennt man die
daraus resultierenden Ubergénge magnetische Dipoliberginge (M1). Das Ma-
trixelement

1
2_m<lI7 mll(k X EZ’A) ‘ Llla m>
ist nur dann verschieden von Null, wenn die Auswahlregeln

!

0

m ~m={ und ' =1=0 (16.74)
+1

fiir magnetische Dipoliiberginge erfiillt sind. Erstere folgt aus den bekannten

Eigenschaften des Drehimpulses und letztere aus [L?, L] = 0. Fiir den zweiten
Term in (16.72) ergibt sich mit (16.45)3

3k ks /d3$(1'1(f'3)$j + z15;(=))

%Ek by 12 Z({pzlazz]}“}'{xszzg}) . (16.75)

Mit
1h
[zje1, Hol = —(zjpi + pjzi) (16.76)
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ergibt sich deshalb als Matrixelement fiir Quadrupoliberginge

3 el Sk e (el =)

2z ist der Operator des Quadrupolmoments. Es ist schon aus (16 58) wegen
des zusétzlichen Faktors k « @ ersichtlich, daB die M1- und E2-Uberginge im
Vergleich zu den E1- Ubergangen eine um ka =~ a = 1/137 kleinere Amplitude
haben. Dies kann man natiirlich auch sofort den Matrixelementen ansehen. Die
héheren Multipoliiberginge, entsprechend den Termen hoherer Ordnung von
k.2~ in (16.58), sind noch viel schwiacher und daher nur bemerkbar, wenn
durch Auswahlregeln die niedrigeren Ubergange verboten sind.

Da der Stor-Hamilton-Operator in der Form (16.46) den Spin der Elektro-
nen nicht enthalt, gilt fiir alle bisher besprochenen Ubergénge, daB der Spin
erhalten bleibt, d.h. die zusatzliche Auswahlregel

AS=8-S5=0 . (16.77)

Nach unseren Ausfiihrungen aus Kap. 5 gibt es jedoch auch eine Ankopplung
des Strahlungsfeldes an den Spin. Gema$ (9.28) und (9.25) haben wir hierfir
den zusatzlichen Stdéroperator
. t)
ge 27rhc ek zi—wit)
= 2mc . Z { E . [ak,Aek,A . T + h.C.
27rhc ei(kmi—wit)
; +ik X ap A€ )+ ———— — h.c. ,
i {Z [ kASEk A \/‘7
(16.78)

wobei wir A(z,t) in der Darstellung (16.50) verwenden. Wie man sieht, fithrt
dies ebenfalls zu einem um den Faktor %ik/P =~ k+a = « kleineren Matrixele-
ment gegeniiber dem Matrixelement des elektrischen Dipoliibergangs.

Fiir die spinabhangigen magnetischen Dipoliibergange gilt die Auswahlre-
gel (16.77) nicht mehr. Man kénnte meinen, daf8 (16.78) fiir He einen Ubergang
vom Triplettzustand 1s2s 3S in den Singulettzustand 1s% 1S ergeben kénnte.
Das Matrixelement der Ortsfunktion ist aber Null, da [100}|100) und
>; exp {ik - @;} symmetrisch und |100)|2im) — |2lm})|100) antisymmetrisch
sind.
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17. Zentralpotential I1

17.1 Schrodinger-Gleichung fiir spharisch symmetrisches
Kastenpotential

Wir studieren in diesem Kapitel das spharisch symmetrische Kastenpotential

(Abb. 17.1):

V(r)={_;/° :iz : (17.1)

Es dient uns zum einen als einfaches Modell eines kurzreichweitigen Potentials,
wie es in der Kernphysik benétigt wird, und zum anderen werden wir im Verlauf
der Diskussion einige der mathematischen Vorbereitungen fiir die Streutheorie
des nachsten Kapitels treffen.

vin

0 a Abb. 17.1. Spharisches Kastenpotential

Die Schrédinger-Gleichung fiir die Radialkomponente der Wellenfunktion
lautet
W& 2d 04
r dr

2m | dr? 2 ] +V(7‘)}R(r) = ER(r) . (17.2)

Das Potential ist stiickweise konstant. Wir suchen zuerst die Losung in einem
Intervall konstanten Potentials mit E >V und definieren

k=+v2m(E-V)/h . (17.3)
Damit wird (17.2)

2L 2d ity
dr? " r dr re

+E R(r)=0 (17.4)
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und nach Substitution von g = kr

2 2d 1(I1+1)

do® o dp 0?

+1{R(g)=0 . (17.4)

17.2 Spharische Bessel-Funktionen

Die Differentialgleichung (17.4') kann elementar gelost werden und fithrt auf
die spharischen Bessel-Funktionen. Wir betrachten zuerst den Fall [ = 0

d2
d_gz(é’RO) +oRy=0 |, (17.5)

und erhalten zwei linear unabhéngige Losungen, eine bei ¢ = 0 regulare Losung

RO = are (176&)
1%
und eine bei p = 0 singuldre Losung
Ry = —COZ e . (17.6b)

Fiir [0 fihren wir entsprechend dem in (17.6a) gefundenen Verhalten bei
kleinen Abstédnden die Substitution

R =o' (17.7)
ein und erhalten aus (17.4’) die Differentialgleichung
2(1+1)

X] + X;+xi=0 . (17.8)

Wir versuchen nun, eine Rekursionsrelation fiir die Losungen zu finden. Wenn
x; Losung der Differentialgleichung (17.8) ist, welcher Diflerentialgleichung

geniigt x = (1/e)x;?
Dazu differenzieren wir die Differentialgleichung (17.8) einmal

200 +1 2004+ 1
(ox)" + %(QX)/ + [1 - —(—;2—_——)-] ox =0 , woraus sich

200+ 2
X”+_§__;)_*.__2X’+X:0

ergibt. Das ist die Differentialgleichung fiir { + 1! Somit folgt
1d
== — d 17.9
Xi+1 2 do Xt un ( )
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14V
Xt = (* ——) Xo (17.10)

o do

wobel xp in (17.6a) und (17.6b) gegeben ist.
Wir fassen die Losungen in folgenden Definitionen zusammen. Ausgehend
von (17.6a) definieren wir die sphdrischen Bessel-Funktionen

Ji(e) = ( 9)1(1 2 )I——Sin : (17.11a)
= (— — . a
1 ede) e
und ausgehend von (17.6b) die sphdrischen Neumann-Funktionen
1 d\ cos
l 4

n =—(— - — . 17.11b
0 =-o (35) = (17.110)

Der Faktor (—1) ist Konvention. Die niedrigsten spharischen Bessel- und Neu-
mann-Funktionen sind

. sin cos
jole) = =%, no(0) = — =%
14 e
sing cosp cosp sing
1le) = - , nile)=-— - 17.12
j1(e) 7 . (@) 52 ? (17.12)
(0) (3 1) sin g 3 cos
200) =35 —= -3 ,
J2le 93 0 92 144
no(p) (3 1) cos p 3 sin p
2 = —_— - — —
& e o?
Fir ¢ — 0 verhalten sich diese Funktionen wie
{
. 4 1-3-5-...(21-1)
= = 17.1
wahrend das asymptotische Verhalten fiir p>> 1, 9> ! durch
1 l 1 l
Ji{e)~ Esin (g - ?ﬂ-) , (o)~ — Ecos <g - —-27:) (17.14)

gegeben ist.

Die sphdrischen Hankel-Funktionen sind Linearkombinationen der sphari-
schen Bessel- und Neumann-Funktionen. Die erste Hankel-Funktion ist definiert
durch

(o) = jile) + imi(e) (17.15a)
und die zweite durch

K (o) = KD (o)* . (17.15b)
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Die Umkehrung ergibt

i) = 3V 4+ hP) =Ren(V) | (17.16a)
1
m(e) = 5= (b = hP) = ImA) (17.16b)
Im Vergleich zu ebenen Wellen korrespondieren jj, n; und h;l) mit sin kz,
cos kz und exp {ikz}.
Die niedrigsten Hankel-Funktionen sind
ig
Dy = &0
o (2) o
ig :
WD) = - (1 n l) (17.17)
4 e
iel 3i 3
rD (o) = i<1+—~—>
2 (0=, o o
Das asymptotische Verhalten ist durch
r{D (o) — Zeilemin/2) (17.18)
@

gegeben. Im nichsten Kapitel werden wir die verkiirzte Notation k) = hgl)
zusammen mit (17.15b) verwenden.

17.3 Bindungszustinde des sphirischen Potentialtopfes

Wenn die Energie im Intervall —Vp < E < 0 liegt, lautet die radiale Schrédinger-
Gleichung

d2 2d I(l+1 2
da (+)+(q

dr2 " rdr 12
g=2m(Vo+ E)/h , k=+2m(—E)/h (17.20)

innerhalb und auflerhalb des Topfes eingefiihrt wurden. Die am Ursprung re-
gulare Losung ist

—K

2)] R=0 , wobei (17.19)

R(r)y=Aj(gr) , 0<r<a . (17.21a)

Wegen der Normierbarkeit der Wellenfunktion kommt auflerhalb des Topfes
nur die fiir r — oo exponentiell abfallende Losung in Frage

R(r)= Ba{V(ixr) , a<r . (17.21b)

280



Die Stetigkeitsbedingungen ergeben
Aji(ga) = Bh{V(ira) | . (17.22a)
Aj}(ga)g = BRY (ika)ix . (17.22b)

Nach Division von (17.22b) und (17.22a) erhalten wir fir die logarithmischen
Ableitungen

: dlog h{Y
galoit)  _; 008N (17.23)
dg qa dQ iK,Ll
Fir [ = 0 lautet die Losung
Asingr fir r<a
=rR(r) = 17.24
u(r) = rR(r) { Be™ "7 fir r>a ( )

Die Stetigkeit von R(r) und R'(r) bedingt, daB auch u(r) und «/(r) stetig sind;
damit findet man sofort die Stetigkeitsbedingung

_(2m|E'/?

ctgga = h

(17.25)

Im Einklang mit unseren allgemeinen Uberlegungen in Abschn. 6.2 fallen die
aus (17.25) folgenden Energieeigenwerte mit denen der ungeraden Zustande des
eindimensionalen Potentialtopfes zusammen. Damit ein gebundener Zustand
existiert, mufl das Potential mindestens die Starke

2 R2

Vomin = ey (17.26)

besitzen (Abb. 17.2).

‘V(r),u(r)

sinqr

Abb.17.2
Kastenpotential V(r) (diinn), das zwei S-Bindungs-

zustande u(r) (dick) besitzt; ein Bindungszustand
existiert fir #/2 = 1.57< \/(Zm%az)/hi <3r/2,

zwei_Bindungszustande existieren fur 37/2 = 4.71
-Vo a </(2mVya?)/h? < 57/2 = 7.85

281



17.4 Grenzfall eines tiefen Potentialtopfes

Wir setzen nun ga>>» [ voraus. Dann kann man auf der linken Seite der trans-
zendenten Gleichung (17.23) die asymptotische Formel (17.14) verwenden und
erhilt mit

d sin(p —Ir/2) _ _% sin (g— l_?'f') n cos (g — In/2)
de 0 e 2 0

die Bedingung

ika
Die rechte Seite dieser Gleichung hangt nicht von Vj ab. Deshalb muf} fir
Vo > |E| der Faktor ctg(ga — Ix/2) = 0 sein, damit im Limes Vj— co der
Term g ctg(qa — Ix/2) endlich bleibt. Somit folgt fiir diesen Grenzfall
l
ga — g =~ (n+ %)7( . (17.27)

Fiir grofle ¢, d.h. auch |E| <V}, kénnen wir ¢ nach E entwickeln. Brechen wir
nach dem linearen Glied ab,

2mVy \/? E
g~ . 1+ —) ,
h 2V

erhalten wir aus (17.27)

E pz  \I/2 11
— -1 L Z4o) . .
Vo + “<2mvoa2) (" tot 2) (17.28)

Man sieht sofort, dafl in diesem Grenzfall die Zustdnde mit gleichem n + (/2
entartet sind. Die Formel (17.28) gilt nur fir groBe n, da nur dann die Voraus-
setzung ga > [ erfillt ist. Um einen groben Uberblick zu gewinnen, stellen wir
dennoch (17.28) auch fiir kleine n in Tabelle 17.1 zusammen. Daraus wiirde
sich folgende Anordnung der Energieniveaus ergeben: 15; 1P; 1D, 25; 1F, 2P;
1G, 2D, 35; .... Entartete Eigenwerte sind nur durch ein Komma getrennt.

Tabelle 17.1. Werte von (n +1/2)

I 01 2 3

1 1 3/2 2 5/2
2 2 5/2 3 7/2
33 7/2 4 9/2

282



Fir den unendlich tiefen Potentialtopf

Vir) = {0 r<a : (17.29)

o) r>a

vereinfachen sich die stationdren Losungen der Schrédinger-Gleichung zu

R(r):{A“(q’") Bir r<e e (17.30)
0 fir r>a

omE\/?
o= (27 (17.31)

gilt. Die Stetigkeitsbedingung ist durch die transzendente Gleichung
ji(qa) =0 (17.32)

gegeben, d.h. die Wellenfunktion verschwindet an der unendlich hohen Barriere.,
Die zuliissigen Werte von ga und damit die Energieeigenwerte (hq)?/2m ergeben
sich aus den Nullstellen der Bessel-Funktionen. Diese sind bekannt, wir stellen
die niedrigsten in Tabelle 17.2 zusammen. Die Zahl N numeriert die Folge der
Nullstellen durch; sie gibt auch die Zahl der Knoten fiir diese Wellenzahl an
und entspricht der radialen Quantenzahl der Coulomb-Wellenfunktionen.

Tabelle 17.2. Nullstellen der Besselfunktionen, ga

S P D F G H
N 0 1 2 3 4 5

1 3.14 449 576 699 8.18 9.36
2 6.28 7.73 9.10 10.42
3 9.42

Wir numerieren die Eigenwerte flir jedes { der Reihe nach mit der radialen
Quantenzahl N = 1,2, ... durch. Es ergibt sich dann folgende Reihenfolge in
der Energie:

1S, 1P, 1D, 28, 1F, 2P, 1G, 2D, 1H, 3S, 2F

Die Atomkerne bestehen aus Nukleonen, das sind Protonen und Neutronen.
Im Schalenmodell fiir den Kernaufbau nimmt man an, da8 sich jedes einzelne
Nukleon in einem kurzreichweitigen, durch die anderen Nukleonen erzeugten,
rotationssymmetrischen Potential bewegt. Nehmen wir als einfachstes Modell
ein spin-unabhangiges tiefes Kastenpotential an. Da die Nukleonen Fermionen
sind, ist jedes Energie-Niveau 2 X (2] 4+ 1) fach besetzbar. Eine Schale fiir
Protonen (Neutronen) ist aufgrund der nach Tabelle 17.1 gefundenen Folge der
Energieniveaus besetzt fiir Protonen-(Neutronen-) Zahl 2, 8 (= 2 + 2 X 3),
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18(=2+2 X 3+2 X 5),20(=18+2), 34 (=20+2 x 7), 40, 58, 68, 90, 106.
Diese Zahlen heiflen ,magische Zahlen“. Kerne mit magischer Protonenzahl
und Neutronenzahl N heiflen doppelt magische Kerne. Diese sind besonders
stabil. Im Vergleich zu den ihnen benachbarten Kernen haben sie eine anomal
kleine Tendenz, ein weiteres Nukleon anzulagern und ihre angeregten Niveaus
liegen anomal hoch.

Die Natur ist allerdings komplizierter durch die effektive Spin-Bahn-Wech-
selwirkung der Nukleonen. Dadurch verschieben sich die Niveaus und die wirk-
lich magischen Zahlen sind*

2, 8, 20, 28, 50, 82 und 126

Unter Verwendung der Nomenklatur %EIN, A =Z+ N, sind %He2, éGOs,
%8Ca20, ggBPblge, doppelt magisch. Der *He-Kern (identisch mit den a-Teil-
chen) kann kein weiteres Nukleon binden. Stabil sind erst wieder gLig, gLi4.

17.5 Kontinuumslosungen fiir den Potentialtopf

Als Vorbereitung fiir die Streutheorie des néchsten Kapitels wollen wir auch
die Kontinuumszustande des sphirischen Potentialtopfes studieren. Fiuir E >0
folgt aus (17.3) und (17.4) die Wellenfunktion

Ajiar) r<a
Bji(kr) + Cny(kr) r>a

k=+vV2mE/h und q=+2m(E+W)/h (17.34)

ist. Die Anschluflbedingung bei a lautet

dji/de _ k[ijl/deJernl/d@]
.]I 0=qa B]l + Cnl g:ka

Ri(r) = { wobeil (17.33)

(17.35)
Daraus findet man das Verhiltnis C'/B. Asymptotisch gilt

Ry(r) = g [sin (kr - %) - % cos (kr - %) }

Wir fithren flir das Amplitudenverhiltnis die Notation C/B = —tgé;(k) ein;
dann ergibt sich fiir die asymptotische Form von Rj(r)

! E. Segré: Nuclei and Particles, 2nd ed. (Benjamin, New York/Amsterdam 1977) p. 281
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Gegenliber der freien Kugelwelle ohne Potential ist dies eine phasenverschobene
Kugelwelle.

Fir ! = 0 kann man die Phasenverschiebung é¢ leicht berechnen. Aus
(17.35) folgt

; __choska+Csinka _kcoskacoséo—sinkasinég
1899 =P g inka — Ccoska sin ka cos &g + cos ka sin &

=kectg(ka+8p) , wund daraus

k
bp = arctg (E tg qa) —ka . (17.37)

Aus (17.37) ergibt sich die Phasenverschiebung als Funktion der Energie und
der Starke des Potentials. Das Vorzeichen der Phasenverschiebung koénnen wir
auch ohne Rechnung aus physikalischen Erwégungen verstehen. Fiir negati-
ves Potential ist die Wellenzahl im Potential erhoht, die Wellenfunktion im
Auflengebiet wird hereingezogen, d.h. § > 0. Fiir abstolendes Potential ist die
Wellenzahl im Inneren verringert und die Wellenfunktion wird ,hinausgedriickt“.
Dies zeigt Abb.17.3 fiir s-Wellen.

ArRyir) Ar Ry(n)

-

1

]

Y
-‘V

e —— =

(a) (b)

Abb. 17.3. Wellenfunktionen u(r) = rRy (a) fiir anziehendes Potential V; < 0; es ist &5 > 0,
die Wellenfunktion wird hineingezogen. (b) Fir abstoBendes Potential; es ist & <0, die
Wellenfunktion wird hinausgedriickt. (---): jeweils Losung fur V = 0

17.6 Entwicklung von ebenen Wellen nach
Kugelfunktionen

Wir leiten nun die fiir die Theorie der Streuung und Beugung wichtige Ent-
wicklung der ebenen Wellen nach Kugelfunktionen her. Natiirlich kénnen die
ebenen Wellen nach den spharischen Lésungen der freien Schrédinger-Gleichung
entwickelt werden:

o) l
2 =5 S m(R) it (k) Yim (9, 6) (17.38)

I=0m=-~1
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mit noch zu bestimmenden Entwicklungskoeffizienten cy,,,(k). Zuerst spezia-
lisieren wir auf k|| e;: da die linke Seite dann ¢ nicht mehr enthilt, kommt
rechts nur Y} vor:

‘ )
e]krcosﬂ — Z Aljl(kr) YIO('ﬂ’L’Q)

=0

© /ol 1\/2
=Z(%) Ay ji(kr)Py(cos 9) . (17.39)
=0

Wir beniitzen die Orthogonalitatsrelation fiir Legendre-Polynome,

26

ST (17.40)

1
/ dcos 9 Py(cos 9)Py(cos 9) =
-1

und erhalten, indem wir (17.39) mit Pj(cos J) multiplizieren und iber 9 inte-
grieren

1
Apji(kr) = 3[an(21 + 1)]/2 /dz Pyz)ers (17.41)
21

Da A; unabhingig von r ist, kénnen wir zum Grenzfall kleiner r tibergehen
und den fir kr — 0 fuhrenden Term berechnen. Die rechte Seite wird unter

mehrfacher Verwendung von (17.40) und (17.13) zu

(krz)  (ikrz)lt!

et T+ 1)

1 1
/dz PI(z)eik” = /dz Py(z) + ...
-1 -1

(kr)t2i+1pt
(20 +1)!

I 1
— (ikr)! (22;)!! / dz Py(2)Py(z) =
21

Die linke Seite ist mit (17.13)

somit ergibt sich fiir A;
Ay =i'[ar21+1)]V2 . (17.42)

Daraus folgt die Entwicklung

oxO
elfreosd — 5391 4 1)j;(kr)Py(cos 9) . (17.43)
=0
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Als Nebenresultat erhalten wir die Integraldarstellung fiir j;(z)
l .
ji(z) = (=)'} / dz Py(2)ef®* . (17.44)
-1

Fiir eine allgemeine Richtung setzt man das Additionstheorem fiir die Kugel-
funktionen

4
21 +1

{
Py(cos 9) = Y Yim(2)" Vi (922)
m=-1

in (17.43) ein und findet fiir eine allgemeine ebene Welle

. ) [
*® —4r 30 S ii(kr) Vi () Vi (22) (17.45)
=0 m=-1

Zusammenhang mit den Bessel-Funktionen

Wir behaupten, dafl

jile) = \/ghm(g) , (17.46)

ist, wobel J1+1/2 die Bessel-Funktion mit Index I + 1/2 ist.
Setzen wir dies und die Ableitungen

T

. 1 _ _
i = §<—§9 AN RPN 1/2Jz/+1/:z) ;

. T {3 _ - -
it =5 (e s = gy )

in die Differentialgleichung (17.4') fiir j; ein, ergibt sich

(1+1/2)?

1
T2 + EJII+1/2 + [1 TR Jiy12=0 . (17.47)

Dies ist die Differentialgleichung fiir die Bessel-Funktionen. Die Bessel-Funkti-
onen treten bel zylindersymmetrischen Problemen auf. Es gelten die folgenden
Orthogonalitits- und Vollstindigkeitsrelationen

27

oh? §(k — &) (17.48)

[rr? (ke )is('r) =
. . 2
/ dr r2d02 5, (kr)Y;E (2) jyr(K'r) Yy (2) = #&k — K)o 6mm: (17.49)
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oo i
/ dkk2 3" S i, Q2 k)i (7, 25 R

I=0m=-1
_ 1 _ 1 .9 _ ’ M
= 5 —b(r —1)8(9 —9)8(p —¢')  wobei (17.50)
B (72 25 ) =~y (k) Vi (2) (17.51)
Im\T, 445 “‘\/Z—ﬂ-_]l Im . )
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18. Streutheorie

Um Aufschlufl iiber den Aufbau der Materie, von Elementarteilchen bis zu
Festkorpern, zu erhalten, studiert man die Streuung von Teilchen (Photonen,
Elektronen, Neutronen, He-Atomen) an diesen {Abb. 18.1).

Das auf den Streuer einfallende Wellenpaket mufl raumlich ausgedehnt
sein, so dafl die Verbreiterung wihrend des Experiments vernachléssigbar ist.
Es mufl grof} sein gegen die Dimensionen des Streuers, aber klein gegen die
sonstigen raumlichen Dimensionen, so dafl es nicht gleichzeitig mit Streuer und
Detektor Uiberlappt. Nach der Wechselwirkung besteht die Wellenfunktion aus
einem in Vorwirtsrichtung laufenden ungestreuten Anteil und einem gestreuten
Anteil. Der Streuer wird im weiteren durch das Potential V(&) beschrieben, der
im Koordinatenursprung lokalisiert sei.

Y

Quelle L Streuzentrum

Abb. 18.1. Streuung eines Wellenpaketes

18.1 Streuung eines Wellenpaketes und
stationire Zustinde

18.1.1 Wellenpaket

Das einfallende Wellenpaket verlasse die Quelle zur Zeit ¢y und werde dabei
dargestellt durch

3 .
volz.t0) = | (—%—’;@kk - (18.1)
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Das Maximum von aj, liege bei kg, so daBl sich das Wellenpaket mit der Ge-
schwindigkeit v = hkg/m bewegt. Gesucht ist die Wellenfunktion (=, t) nach
der Wechselwirkung mit dem Streuer.

Es seien 9 () die exakten Eigenzustande des Hamilton-Operators zum
Potential V(x) mit der Energie

212

Ep = % >0 (18.2a)
2 —

[~ 292+ V(@) walz) = Bun() (18.2b)

Wir konnen (@, t9) auch nach diesen Eigenzustdnden entwickeln:

3
in(e.t0) = [ @Ay (183)

Hier haben wir neue Entwicklungskoeflizienten Aj, eingefiihrt, die wir spater
bestimmen werden. In der Entwicklung (18.3) kommen nur Zustinde vor, die
einer von links einfallenden Welle und einer auslaufenden Streuwelle entspre-
chen. Es kommen keine Bindungszustédnde vor, da diese exponentiell abfallen.
Ausgehend von (18.3) finden wir sofort die Zeitentwicklung
3
#(ent) = [ gogbu(@)ge BRI (18.4)

18.1.2 Formale Lésung der zeitunabhiangigen
Schrédinger-Gleichung

Nun missen wir die allgemeine Struktur der stationéren Zusténde 3p(x) be-
stimmen. Dazu vertauschen wir in (18.2b) den zweiten Term der linken Seite
mit dem auf der rechten Seite. Dann haben wir die Wellengleichung mit ei-
ner von Y () abhingigen Inhomogenitat vor uns. Zu deren formaler Losung,
genauer zur Umformung in eine Integralgleichung, beniitzen wir die Greensche
Funktion G4 (&) der freien Schrodinger-Gleichung (Wellengleichung, siehe auch

A3)
(V24 E)G(z) = §O)(=) (18.5)
und erhalten damit aus (18.2)
_ ik > 2m d3 IG /! V ! ! 1
Ye(e) =e"" + 5 [ &2 Gy(z - 2)V(e)vp(e) (18.6)
Der erste Term ist Losung der freien Schrédinger-Gleichung. Somit ist oy, (@)
Summe einer einlaufenden ebenen Welle und einer Streuwelle. Wir berechnen

nun G4 (@):
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Abb. 18.2. Integrationsweg fiir die retardierte Green-Funktion

[e o]

Bk e°® _ 1 / dq qe'?”
(2r)3 k2 — g2 4nZir g% — k2

—00

Gi(z) =

Die Pole von G(x) liegen in der komplexen ¢-Ebene bei ¢ = + k. In Abb. 18.2
ist der Integrationsweg eingezeichnet. Wegen r >0 kann man den Weg in der
oberen Halbebene schlieen. Wie immer gibt es mehrere Moglichkeiten, die Pole
zu umlaufen. Der Weg in Abb. 18.2 ist so gewahlt, dafl entsprechend der physi-
kalischen Situation eine auslaufende Kugelwelle resultiert. In der Tat erhalten
wir mittels des Residuensatzes sofort
1 eik'r
Gi(z) = -

(18.7)

r

G+ (x — ') stellt eine von @’ ausgehende Kugelwelle dar.

Daf sich das Wellenpaket nach auflen bewegt, sieht man, wenn man den
Faktor exp { — iEyt/h} einfiigt, oder indem man die Stromdichte fur die Wel-
lenfunktion exp {ikr}/r berechnet:

h . 0 hk
er-T;Im (zb 5—;1/)) = mer

Setzen wir (18.7) in (18.6) ein, so ergibt sich

m
27 h?

. iklz—z’l
Yp(e) = = & oV (18.)

eine Integralgleichung fiir ¢ (x), aus der allgemeine Schlisse {iber die Struktur
des Streuvorgangs gezogen werden kénnen. Die Detektoren sind weit entfernt

vom Streuer, d.h. |z| > |2'|, so da8§
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,

kle —a'| = ky/22? — 2z’ + 2/ ~ kr— k2! = kr — k2!
, r

wobei k' =kZ
-

Weit entfernt vom Streuer hat die stationdre Losung . («) nach (18.8) also
die Gestalt

. ikr
d() = e 4

(J,¢) (18.9)

wobei als Streuamplitude
ful.0) = =57 h2 /d3 le=ik'®" Y (2 Y (2') (18.10)

definiert wurde. Sie héngt nur von der Richtung @ /r, nicht aber vom Abstand
ab und hat die Dimension einer Lénge. Mit (18.9) haben wir die allgemeine
Gestalt der stationdren Streulésungen gefunden.

18.1.3 Asymptotisches Verhalten des Wellenpakets

Wir kénnen nun mit der Berechnung der Zeitentwicklung des Wellenpakets
fortfahren. Zunéachst bestimmen wir die Koeflizienten Ay, aus der Entwicklung
(18.3) des Wellenpakets nach den exakten Eigenfunktionen g (2) des Streuers.
Dazu driicken wir exp {ik - «} aus (18.1) durch die Losung (18.8) aus:

1k|1:—:1:’|

(z,t9) = /(9 Tak [W(w o 72 /d3 lglml-V(w')lﬁk(m')

Da ko> k — kg, gilt ndherungsweise

k=l + k—ko)? ~ [k + 2ok — ko) ~ ok,

wobei ko = ko/ko.
Der zweite Term enthalt

Bk ple—a , 3k
/(27r)3“’°ek| (e ~ /(zw)fl
= o(kol@ — @', to)p, (z') = 0

Der erste Faktor verschwindet an der Stelle des Detektors, da das Wellenpaket
zur Zeit tg bei der Quelle lokalisiert ist. Somit gilt wegen (18.3)

age® Rolz =2l (o)

Ak =ap . (18.11)

Eingesetzt in (18.4) ergibt sich fiir das Wellenpaket
dk —iEy(t=to)/h
P(x,t) = /(—2—7;)—3ak¢k(m)e iE(t-to)/h (18.12)
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Fir grofie Abstande vom Streuer kénnen wir in (18.12) die asymptotische For-
mel (18.9) einsetzen

(&, t) = (e, )

3 ex l r— 3 -

wobel

3
Yo(x,t) = /(;{Tl;s-akexp {ik-x —iE(t —to)/R}
~ pole — v(t —1g),%0) (18.14)

das Wellenpaket zur Zeit ¢ in Abwesenheit des Streuers darstellt. Verwenden
wir nochmals den obigen N&herungsausdruck fiir k, so erhalten wir aus (18.13)

mit fr(d,0) = fi,(9,¢)

fko( , %)

¢($,t) = lbO(mvt) 1/) (I"O 7t) . (1815)

o(kor,t) hat in radialer Richtung die Form des einfallenden Wellenpaketes.
Gleichung (18.15) gilt nicht,

a) wenn scharfe Streuresonanzen vorhanden sind, die eine starke Deforma-
tion des Wellenpakets bedingen (siehe Abschn. 3.7);

b)  fir langreichweitige Potentiale, wo sich eine andere r-Abhangigkeit ergibt
(siehe Abschn.18.11.2).

18.2 Streuquerschnitt

Der differentielle Streuquerschnitt gibt die Zahl der Teilchen an, die in das
Winkelelement df2 um 2 gestreut werden, dividiert durch df2 und die Zahl der
Teilchen, die pro cm? einfallen:

do_ dN(£2)
A2~ Nend

Hier bedeutet Ngj, die Zahl der einfallenden und dN($2) die Zahl der in das
Winkelelement df2? gestreuten Teilchen

(18.16)

Nep = / dt jen , dAN(Q)= / dt jor2dQ | (18.17)
wobel jein die einfallende Stromdichte ist:

. h = S hk

Gein = 5 =(¥§ Vo — voVi§) = — o (2, 1)|?
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Es folgt

Rko

Nein = /dt|¢0(wQuelle,t)| : (18.18)

Die auslaufende radiale Komponente der Stromdichte ist!

je = 21w (Lwalhor, " 57 Lvo(lar,))
= Mo LDy gr, 2 + 00

und deshalb

o0
. hk
AN(2) = / dt jrd2r* = | fi, ()P d2 2

— 00

/dtwo(éor,t)ﬁ . (18.19)

Unter Vernachléassigung der Verbreiterung des Wellenpaketes sind die beiden
Integrale in (18.18) und (18.19) gleich, und es folgt

& 0,00 (18.20)

Der totale Streuquerschnitt ist das Integral von (18.20) {iber alle Raumwinkel

o= [a2ifi,0,0)° . (18.21)

Anmerkung: Die Herleitung ist kurzer fur eine stationire Lésung. Die einfallende ebene
Welle hat die Stromdichte

I= l(f?””“’ﬁe”"” - eik'zee’i’“z) = hk
2m m
Die radiale auslaufende Stromdichte ist
ﬁ21k 1 )
je=5— R0l = Ifk( o)l* = dn = |£2(9, )|

8 - 8 . - R
6—1{10(k0r,t) = 6—/d3kexp{ik'kor}ak = /dalcik-koexp{ik°k()r}a,c
r r
= iko?,[)o(i‘,o'l‘,t)
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18.3 Partialwellen

Wir setzen nun voraus, dafl das Potential V() = v(r) sphéarisch symmetrisch
sei. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist, stationidre Losungen, die auch Eigen-
funktionen des Drehimpulses sind, zu untersuchen (Partialwellen). Das asymp-
totische Verhalten dieser Partialwellen werden wir durch Phasenverschiebun-
gen charakterisieren. Dann wird die formale Streuldsung () aus (18.9) nach
Kugelfunktionen entwickelt. Der Vergleich mit der ebenfalls exakten Partial-
wellenentwicklung erlaubt die Streuamplitude und den Streuquerschnitt durch
die Phasenverschiebungen darzustellen.

Zunéchst erinnern wir an die Entwicklung einer ebenen Welle nach I(ugel-
funktionen, (17.43),

o0
RLAE > if(21 + 1)j;(kr)Py(cos 9)
=0

wobei wir voraussetzen, dafl die ebene Welle in z-Richtung einfallen moge
(Abb. 18.3).

Wegen der Rotationsinvarianz um e; sind die Streuamplitude (18.10) und
die Wellenfunktion ¢y () unabhingig von ¢:

f(9,0) = fe(9) = 3 2(2L+ 1) fiPi(cos 9) . (18.22
=0

Die Entwicklungskoeffizienten f; heiflen Partialwellenamplituden.
Die im vorigen Abschnitt eingefiihrten stationiren Zustande v (x) konnen
wir nach den radialen Eigenfunktionen und Kugelfunktionen entwickeln:

dr(@) = 3 120+ 1) Ry(r)P(cos 9) . (18.23)
1=0

Wegen der schon vorhin betonten Rotationssymmetrie (Unabhangigkeit von
@) tritt nur Yig ~ Pj(cos ¥) auf. Die Abseparation von (2! + 1) in (18.22) und
(18.23) vereinfacht spatere Formeln. Man nennt (18.23) Entwicklung nach Par-
tialwellen. Zunachst wollen wir die einzelnen Partialwellen fiir grofle r studieren.
Fiir Absténde r, fiir die v(r) = 0, oder zumindest v(r) < 1/r2 ist, verhélt sich
die radiale Losung Ry(r) wie

Ry(r) = ( + SI<E) . (18.24)

mm/

Abb. 18.3. Streuung eines Wellenpaketes

nY
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Der erste Term entspricht einer einlaufenden, der zweite einer auslaufenden
Kugelwelle. S;(E) ist eine von k bzw. der Energie abhéngige Amplitude. (Im
Rahmen der allgemeinen Streutheorie sind die S;(E) Eigenwerte der S-Matrix).

Die Potentialstreuung ist elastisch. Es mufl deshalb fiir jede einzelne Par-
tialwelle die radiale I{omponente der Stromdichte j, = 0 sein. Durch eine fiktive
Kugelschale vom Radius r miissen ebenso viele Teilchen auslaufen wie einlau-
fen, dies bedeutet |S;(E)| = 1.

Anmerkung: Formal folgt dies aus
h 8 hk ' '
o= Lt (Rr 2 R) = Zimib + Si(E) b7+ 2 Relhusih))
hk 2
~ - — (- |suB))
mr
unter Benutzung der asymptotischen Formel h; = hgl) ~ = iei(’"""’/z)/kr, hgz) = h} und
Weglassung des Faktors |P1(19)|2 >0.
Es mu8 also S;(E) von der Form
S|(E) = e24(E) (18.25)

sein. Driicken wir R; durch Bessel- und Neumann-Funktionen aus, dann folgt

aus (18.24) und (18.25)
R =258 eiél(jI cos §; —ny sin §;) (18.24")

wie schon beim Potentialtopf gefunden.

Nach (18.9) setzt sich 1, aus einer ebenen Welle und einer auslaufenden
Kugelwelle zusammen. Die ebene Welle ist nach (17.43) die Summe aus ein-
laufenden und auslaufenden spharischen Partialwellen. Die einlaufenden Par-
tialwellen in (18.23) miissen mit denen in (18.9) iibereinstimmen; dies legt die
Amplitude By auf '

B=13 (18.26)
fest. Asymptotisch verhalt sich die Partialwelle [ aus (18.24") wie

Ok mtn 248 —ilkr—lnj248) "

Ry(r) =~ 7 (e D _e : ) : (18.24")

Wie schon im Spezialfall des Potentialtopfs gefunden, driickt sich der Einflufl
des Potentials in der Phasenverschiebung é;(E) aus.

Nun kénnen wir die Streuamplitude durch die Phasenverschiebungen aus-
driicken. Aus (18.9) folgt mit (17.6), (17.14) und (18.22) der asymptotische
Ausdruck fir die formale Streulosung
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(204 1)

()~ Z o Py(cos 9)
=0

-l ’
1 k- —i(kr—
X |:_2_1 (el(kr In/2) —e i(kr l7r/2)) + kflellu:l ] (18.9’)
Dies muf8 mit der asymptotischen Partialwellenlosung (18.23) und (18.24")
libereinstimmen. Daraus ergibt sich folgende Darstellung der Partialwellenam-
plituden durch die Phasenverschiebungen:

216 _ 1 16 o §
e _ e%singy 5
fim S 2 (18.27)

Setzen wir dies in die Streuamplitude ein
1 & ;
fe(®) =7 (21 + 1)e! sin & Pj(cos 9) (18.28)
=0

finden wir schlie8lich fiir den differentiellen Streuquerschnitt

do

— = L 21+ 1)(2 + 1)el@=8) g é; sin &y Pi{cos ¥)Pp(cos )
a2 k2

b (18.29)

Wahrend es im differentiellen Streuquerschnitt Interferenzterme der verschie-
denen Partialwellen gibt, sind im totalen Streuquerschnitt

a—/d!)d—a——ia (18.30)
- a2 =0 l .
die Partialwellenbeitrige
4n )
or=15(2+1) sin? & (18.31)
additiv.
Bemerkungen:
1) Der Beitrag einer Partialwelle zum elastischen Streuquerschnitt o ist
4

=@+ sin? §; < i—g(zu 1)
Das Gleichheitszeichen gilt fiir & = (n + 1/2)x.

ii)  In der Summe (18.30) tragen nur ! mit ! < ka bei, wo a die Reichweite
des Potentials ist. Klassisch sieht man diese Bedingung sofort aus der
Tatsache, daBl Streuung nur auftritt, wenn der Stofiparameter d kleiner
als die Reichweite des Potentials ist, d.h. d<a und L = pd = hkd.
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Quantenmechanisch lduft die Argumentation folgendermafien: Fiir r > a

wirkt nur das Zentrifugalpotential 2I(I +1)/2m#2. Fiir die Energie E =

h2k2 /2m ist der klassische Umkehrradius g = 1/I(1 + 1)/k. Fiir r <rg

fallt die Wellenfunktion exponentiell ab. Ist ryj > a, so ,splirt* das Teil-

chen nichts vom Potential. Das Teilchen wird also nur gestreut fiir ry < a,
(1+1) = I<ka.

18.4 Optisches Theorem
Aus (18.28) folgt

Im fi(9) = z Z(2l+ 1) sm 81 Pi(cos 8)
=0

und mit Pj(1) =1 das optische Theorem:
4m
0=— Im f,(0) . (18.32)

Dieser Zusammenhang zwischen dem Streuquerschnitt und dem Imaginérteil
der Streuamplitude ist eine Folge der Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsdichte.

Anmerkung: Um dies zu zeigen, berechnen wir die radiale Stromdichte
h 8

G —“’)

m ar

Ausgehend von (18.15) beniitzen wir?

O (z 1)
or

8@00(’;07‘, t)

o ~ ikoyo (kor, t)

ko—¢o($ )
Die Ableitung des 1/r-Faktors kann vernachlassigt werden. Die radiale Stromdichte

Jr = jr,O + jr,Str +jr,Int

setzt sich zusammen aus der durchlaufenden Stromdichte

hk
JrO—-_O':E]d)Ozt)l ,

der gestreuten Stromdichte

hko 1
Jrsu =~ — |¢o(kort||f|

2

/dakeik'w(k,t)ik-?:- ~ iko-:i¢g(x,t)
/di”ke”“'(”‘orw(k,t)ik-ko = ikoto (kor, 1)
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und der Interferenz-Stromdichte

Jrdat = %Im [iko E@/)o(z)frliﬁé‘(’;'or) + %ikowo(’}or)%(w)]

< Hoyp [0

m

wo(kor)wo<z)]

Hier haben wir kox/r =~ ko, da ¢¢(x) rechts vom Streuer konzentriert ist. Der totale gestreute
Strom ist

hky .
[aalsi@oo 22 [ atfwngior,of*

— 00

Fir den totalen Interferenzstrom benétigen wir folgendes Integral
. hko : .
d2jr1ny = 7_7;2 Re [0 (kor) dnfk0(19»¢)¢o(z)

/ 492 fi (9, D)3 () = F(0) / 40 () = £(0) / i / Bke~k 2z
_ 3 ( —ikr _ eikr) - 3, . e—ik'fcor _ eik'éor
f(o)]d kal 2"——kr ~ f(o)]d kak21r( e

= 10

Da o (kor)o(—kor)* = 0 ist, folgt

[$o(kor)* — o(~kor)*]

/ d52 i s _: P50 Re il golkon| £(0)]

Fur den totalen Interferenzstrom ergibt sich somit

/dt/d()rzjr,lm = —4—1’;—Fi1m (f(O)/dtwo(kor,t)Iz)

Aus der Gleichheit von einfallendem Strom mit der Summe von durchgehendem, gestreutem
und Interferenzstrom folgt

Die Interferenz der Streuwelle mit der durchgehenden Welle ¢¢(x) fithrt zu
einer Verminderung der ungestreuten Welle. Dieser Interferenzterm ist propor-
tional zu Im f(0). Da diese Verminderung gerade den totalen Streuquerschnitt
ergibt, folgt das optische Theorem.
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18.5 Bornsche Nidherung

Setzt man (18.23) und (17.45) in (18.10) ein

Fu(0) = 5y [ deleT W ur g (o)
B> 5 (0 Vi (B )V (2a i)

=0 m=-1

o0
X 3 il’(2ll + 1) Py(cos 9" YRy (r")
1/_
oo

- _2h_m 5" (21 + DPy(eos 9) [ drr2u(r)i(kr)Ri(r)
=0
folgt fiir die Partialwellenamplituden

fi= =27 [ drrtu(rin) Rir)

Falls das Potential schwach ist und sein Effekt auf R; klein, ist Ry = jj(kr)
und §; klein (siehe 18.24')). Dann kann in (18.27) nach §; entwickelt werden,
b1 = kfi, und es folgt aus der vorhergehenden Gleichung

5 ~ ka/drr o) (k)2 (18.33)

Dies ist die Bornsche Naherung fur die Partialwelle [.

Die Bornsche Naherung wird fir grofle I gut. Klassisch bedeutet grofies {
einen groflen Stofiparameter k! = d+p = dhk, oder dal das Teilchen weit weg
vom Streuer einfallt und wenig beeinflufit wird.

Falls der Einflufl des Potentials auf alle Partialwellen klein ist, kann man
direkt in der Integraldarstellung fiir f,(9, ¢), (18.10), die Wellenfunktion ¢ ()
durch exp {ik - 2} ersetzen. Dann ergibt sich folgende wichtige Form der Born-
sclien Naherung

F(9,0) = /d3/1(k k)= v(w )=
in der die Streuamplitude proportional zur Fourier-Transformierten des Poten-
tials 1st.

Zur Veranschaulichung betrachten wir die Streuung am Yukawa-Potential,

ok —k) ,  (18.34)

2h2 2ﬁ2

e HT

v(e)=a - , (18.35)

dessen Fourier-Transformierte bekanntlich
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dra

- 18.36
PR (18.36)

o(p) =

ist. Unter Verwendung von
2 9\2
(k- =k2+k'° -2k -k =2k%(1 — cos 9) = <2k sin 5) ,

wobei nach der Definition von k' vor (18.9) |k'| = |k ist, ergibt sich fiir den
Streuquerschnitt

do m? (47a)?

a2 (2xh?)2 [(2ksind/2)2 + u2)?
2
a

- (4Ep sin?9/2 4 h?u2/2m)?

(18.37)

Im Grenzfall ¢ — 0 haben wir die Streuung am Coulomb-Potential vor uns.
Obwohl hier die Partialwellenentwicklung modifiziert werden muf}, wie wir am
Ende dieses Kapitels skizzieren werden, und die Voraussetzungen fur die Born-
sche Naherung nicht erfiillt sind, ergibt (18.37) bemerkenswerterweise den exak-
ten Streuquerschnitt. Auch die klassische Rechnung gibt das exakte Ergebnis.
Dieser Umstand, der mit der Homogenitat des Coulomb-Potentials und des
Streuquerschnitts als Funktion des Impulstibertrags zusammenhéngt, war der
Deutung von Experimenten in den Anfingen der Atomtheorie sehr forderlich.

Wir geben noch eine Abschdtzung der Giltigkeit der Bornschen Naherung:
Die Naherung

di(e) w0 - I [ i (r)etk "=’
s ~ e - T v
b 2rh =]

ist brauchbar, wenn

ikr’ . '
m e sin kr
5 /dr' r'2——-, v(r')——l
2nh r kr

<1

ist. Die Bornsche Naherung ist also giiltig fiir schwaches Potential und grofie
Einfallsenergie wegen der Proportionalitat zu k1.

18.6 Inelastische Streuung

Aus der Erhaltung des Teilchenflusses folgte in (18.25) |S)(E)| = 1. Wenn
andererseits Absorptionsprozesse vorliegen, in denen der Streuer angeregt wird
oder Teilchenumwandlungen auftreten, ist

SHE) = si(E)e?® () mit 0<s(E)<1 . (18.38)
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Die Amplitude der I-ten Partialwelle ist nun
S —1
2ik

und der totale elastische Streuquerschnitt

1 .
fi = = 2—k[31 sin 26; +1(1 — s7 cos 26;)] (18.39)

o =4 Y21+ D|fi? = ;—2 ST(20 +1)(1 + s? — 257 cos 26) . (18.40)
] l

Zur Berechnung des totalen inelastischen Querschnitts (= Reaktionsquer-
schnitt) benoétigen wir den gesamten elastischen Flufl

—/dQ rfj, = —-/erZZi‘I+I'(2l+ 12! +1)P1P1/£ImR;‘iRp
Iyll m dr
i4rhr? & d
== > (2L+ )R —R,
=0

B oo . : . .
— Re;r_m 2(21 + 1)[elk1‘_ (_1)Is;<e—-1kr][e—1kr + (_1)ISIelkr]
1=0

= Re

= S-SR (18.41)
i

Das ist gerade der durch inelastische Prozesse verloren gegangene Flufl. Der
inelastische Streuquerschnitt, auch Reaktionsquerschnitt genannt, ist definiert
als das Verhaltnis dieser Grofle und dem einlaufenden Fluf hk/m:

T
Tinel = 73 ;(21 +1)(1—sf) . (18.42)
Die Summe von (18.40) und (18.41) ergibt den totalen Streuquerschnitt
27
Otot = Oe] + Oinel = Y53 Z(Ql + 1)(1 — 57 cos 28;) . (18.43)
i

Vergleichen wir dies mit (18.39) und beniitzen wir f(0) = ) _;(2/+1)fi, erhalten

wir das optische Theorem
Im (0) = =0 18.44
= gpltot (18.44)
Das optische Theorem gilt also auch, wenn inelastische Streuung vorhanden ist.

Bemerkungen:

i) Fiir s; = 1 gibt es keine inelastische Streuung. Fur s; = 0 ist

Oinel = i% 2(21 +1)= ra? und el = ra’ ,
{
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wo a die Ausdehnung des Streuobjekts ist (siehe Rechnung vor (18.85)).
Es gibt dann auch elastische Streuung! (Es ist zwar S; = 0, aber f; =
1/2k.) Der physikalische Grund ist die Schattenstreuung, die wir in Zu-
sammenhang mit der elastischen Streuung bei hoher Energie spiter dis-
kutieren werden.

ii}  Beispiele fiir inelastische Vorgénge sind inelastische Streuprozesse, Ab-
sorptionsprozesse, Einfang eines Teilchens und Teilchenzerfallsprozesse.
Letztere Reaktionen kénnen nur in der Quantenfeldtheorie behandelt
werden. Den Effekt auf die elastische Streuamplitude kann man phéno-
menologisch in die Schrédinger-Gleichung durch komplexes Potential ein-
bauen. Das Potential V(z) = Vi(z) + iV2(z) fihrt zur Absorption von
Teilchen. Die Kontinuitétsgleichung lautet hier:

Jo(z,t)

= 2V,
ot + V'J(zvt) = __h—'g(wat)

18.7 Streuphasen

Wir setzen ein kurzreichweitiges Potential voraus, das fiir r > @ Null ist. Die fol-
genden Resultate sind auch giiltig, wenn bei groBem Abstand nur die schwéchere
Voraussetzung v(r) < r~2 erfiillt ist.

Fir r > a lautet die Partialwelle

Ry (r) = L[Af(kr) + H0iny(kr)] , By =AY (18.45)

Fiir r < a bezeichnen wir die Partialwelle mit R;(r). Fiir das weitere ist nur
deren logarithimische Ableitung an der Stelle a von Bedeutung,

dlog R
o = 28N (18.46)
dr r=a
Diese geht in die Stetigkeitsbedingung
d(h}(k 28y (kr))/d
Giter) + er e _ s
R; (kr) + 20 hy(kr)
ein, woraus folgt
~ 2(djufdr — o)
26 _ 4 _ ! 11 baw. 18.48
€ V= b —dmjdr | P (18.48)
dny/dr — ajny ,
&= Gy fdr — g |, ( )

Als Beispiel betrachten wir die Streuung an einer harten Kugel mit dem Radius
a, die als Modell fiir niederenergetische Streuexperimente an Kernen verwendet
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wird. Es gilt dann Rj(a) = 0 und a; = co. Gleichung (18.48') lautet hier

ny(ka)
ctg by = — 18.49)
50 = Gi(ka) (
Daraus ergibt sich fiir die Phasenverschiebung der s-Wellen
bo = —ka . (18.50)

Fiir ein abstoendes Potential ist die Phasenverschiebung negativ.

Verhalten von §; fiir kleine k (d.h. kleine Energie)
Die Entwicklung von (18.48') nach kleinen k ergibt mit Hilfe von (17.13)

!l —
tg (k) = ﬂ}—)—?(ka)ﬂﬂﬂ— (18.51)
[(2r+ 1)1 l+1+ao
Fir ka — 0 folgt folgende Wellenzahlabhéngigkeit der Streuphase:
§~kHFL (18.52)

Fir gentigend kleine Energie tragen deshalb die Partialwellen mit [ > 1 nichts
bei. Dann hat man reine s- Wellen-Streuung:

do  sin?ép

an - k2

(18.53)

Fur die Niederenergiestreuung an einer harten Kugel folgt aus (18.53) und
(18.50) im Limes k gegen Null

o =4ra® =4 X (klassischer Streuquerschnitt) . (18.54)

Fir genligend kleine Energie ist die Streuung rein isotrop.

Wir zeigen nun, dafl exp {2i§} - 1 Pole bei den Energien der Bindungs-
zustande hat. Fir einen Bindungszustand lautet die Wellenfunktion auflerhalb
des Potentials

> . . leK,z
Ry (r) = hy(ikr) mit E=— (18.55)
2m
Dann ist die logarithmische Ableitung gegeben durch
(E) = —— L b inr) 18.56)
“ ~ h(isr) dr T r—a (18.

Wird dieser Ausdruck in (18.47) eingesetzt, so zeigt sich, dafl exp {2i§} — 1
einen einfachen Pol bei k = ik besitzt.
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18.8 Resonanz-Streuung am Potentialtopf

Fiir einen sphérischen Potentialtopf mit Radius a und Tiefe Vp (Abb.18.4),
d.h.

v(r) = ~1B(a—r) (18.57)

sind die Streulésungen mit der Energie E im Inneren des Topfes durch

R =iitar) , q=YZRRED) g
_ ji(qa)
= %ia) (1859

gegeben.
Wir kehren nun zu (18.51) fiir die Phase §; im Grenzfall niederer Energie
zuriick. Wenn die Resonanzbedingung

I+ 14+ aqi(E)=0 (18.59)

erfillt ist, wird §(k) = (n + 1/2)x, und der Partialwellen-Streuquerschnitt
nimmt sein Maximum
4n(20+1

oi(k) = —% (18.60)

an (Resonanz-Streuung). Da fiir andere k-Werte & ~ (ka)2+! ist, werden diese
Resonanzen fiir grofle ! sehr scharf.

Vi(n

0 a Abb. 18.4. Spharischer Potentialtopf

Wir untersuchen die Resonanz-Streuung fiir kleine Energie und einen sehr
tiefen Potentialtopf:

kagl<qa . (18.61)

Dann kénnen wir in (18.58) und in die Resonanzbedingung (18.59) die asymp-
totische Formel fir j;(ga) einsetzen und erhalten

I+1 lr
e —ctg (qa - —2—> , (18.62)

woraus sich naherungsweise
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e 1 [+1 ,
ga-5 ~ (n+2>7r+ p» (18.62")

ergibt. Diese Bedingung ist 4quivalent zur Bestimmungsgleichung fiir Bindungs-
zustande im Potentialtopf. Es handelt sich hier um virtuelle Niveaus, da £ >0
ist, und nicht um gebundene Zusténde.

Abgesehen von der Bestimmung der Position der Resonanzen, gelten alle
Uberlegungen dieses Abschnittes auch fiir andere kurzreichweitige Potentiale.

Wir wollen nun die Energieabhingigkeit der Phase und des Streuquer-
schnitts in der Nahe der Resonanzenergie Er bestimmen. Die Phase ergibt
sich durch Entwicklung von (18.51) zu

B ’y(ka)21+1

B T O[(ak)?+1] | (18.63)

tg &i(k) =

wobei wir v = —[(2] — 1)!!]_2[aa§(ER)]—l definieren. An der Resonanz nimmt
die Phase den Wert 7/2 an. Fiir den partiellen Streuquerschnitt folgt dann

_an@+1) (k)P
TT TR (B Ee) + (kT

(18.64)

Dies ist die Breit- Wigner-Formel fiir die Resonanz-Streuung (Abb. 18.5).

.2
)
poe TP LY

B
—

my¥Y

Abb. 18.5. Qualitativer Verlauf der Phasenverschiebung und des Streuquerschnitts in der
Umgebung eine Resonanz

Die Streuamplitude finden wir am einfachsten, wenn wir (18.27) in der
Form

_ tg
schreiben. Daraus findet man mit (18.63)
(ka2
filk) = kel (18.66)

E — E; +iy(ka)2H+1
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Abb. 18.6. Phasenverschiebung 6;(k)
fir kugelsymmetrisches Kastenpoten-
tial der Starke ¢ = 6.25. (---) | = 0,
(—)I=1,(-+---)I=2.Fiirka — o
fallen diese Phasenverschiebungen auf

Null

Die Streuamplitude hat einen Pol bei
E = Eg — iy(ka)?*? (18.67)

in der unteren Halbebene des 2. Riemannschen Blattes (k = v/E). Wegen der k-
Abhangigkeit der Breite, v(ka)?t1, sind die Niederenergieresonanzen fiir { > 1
sehr scharf. Fir s-Wellen ist die Breite proportional zu k£ und Resonanzen sind
deshalb, wenn iberhaupt vorhanden, nicht so scharf. Es kommt auf af(E)
an, ob in oy ein Maximum auftritt. Die Bedingung flir das Auftreten eines
Maximums in og ist |@ag/8k%| < 1//2k fiir k = /2mEg /h.

Zum Abschlufl geben wir noch die Wellenzahlabhéngigkeit der Phasenver-
schiebungen der niedrigsten Partialwellen und den Streuquerschnitt in Abb. 18.6
und Abb. 18.7 fiir die Potentialstirke ( = 6.25 (definiert in (3.78)) unter Ver-
wendung von (18.48) und (18.31) an.

100
q
80-
60
40
20+ \,\ Abb. 18.7. Differentieller Streuquerschnitt
G'NGg* Ty oi(k) fur kugelsymmetrisches Kastenpoten-
| Go_ ST tial der Starke ¢ = 6.25. (---) g, (-+-+-)
0 / —' - - et ’: ':':':"‘ - o, (—"—)(70 + o
0 10 20 ka
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Anmerkung: Wir fiihren hier in aller Kiirze den Begriff der Jost-Funktion® ein. Betrachtet
man statt der Streulosungen regulare Losungen der radialen Schrodinger-Gleichung, fir die

lim v~ Yu(k,r) =1
r-—0
ist, dann haben diese das asymptotische Verhalten
1 . .
w(k,r) = E,—I;[f,(k)e"" — fi(=k)e™i*7] | (18.68)
1

Die Funktionen fi(k) = f}(—k*) heilen Jost-Funktionen. Der Vergleich mit (18.24) zeigt,
dafl das S-Matrix-Element der I-ten Partialwelle (18.25) durch

— (i k)
Si(k) =(-1) (=8 (18.69)

ausdrickbar ist. Die Nullstellen und Polstellen von S;(k) werden deshalb durch die Nullstellen
von fi(xk) bestimmt. Als Funktion der Energie hat die Riemannsche Flache von S;(E)
auf jeden Fall einen \/E‘-Verzweigungsschnitt langs der positiven reellen Achse. Pole auf
der negativen reellen Achse entsprechen Bindungszustinden (siehe (18.56)). Des weiteren
befinden sich Pole im 2. Blatt spiegelsymmetrisch um die Re E-Achse. An diesen Stellen hat
Si(E) Nullstellen im 1. Blatt. Den Polen in der unteren Halbebene des 2. Blattes, die nahe
an der positiven reellen Achse liegen, entsprechen Resonanzen (Abb. 18.8).

ImE
o]
—o—o—o A ReE
7 S
Pole im 1. Blatt *
Pole im 2.Blatt und Abb. 18.8. Pole und Nullstellen von
Nst.im 1. Blatt Si(E) auf den Riemannschen Blattern

18.9 Niederenergie-s-Wellen-Streuung, Streulange

Fiir s-Wellen innerhalb eines sphérischen Potentialtopfes ist

uS(r) =rR<(r) =sin (¢gr) , mit q=————”2m(f+v°) : (18.70)

und somit ergibt sich aus (18.46) fir [ =0
1
ag = qctg(ga) — - (18.71)

3 C.J. Joachain: Quantum Collision Theory (North Holland, New York 1975);
R. Omnes, M. Froissart: Mandelstam Theory and Regge Poles (Benjamin, New York 1963);
H.M. Nussenzveig: Causality and Dispersion Relations (Academic Press, New York 1972)
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Nun setzen wir (17.12) und (18.71) in (18.48") ein und erhalten fiir die s-Wellen-
Phasenverschiebung

tor S = (k/q)tg(qa) — tg(ka)

0= 13 (k/q)ta(qa) te(ka) — BPa—ka) - (18.72)

Zur Umformung der zunéchst erhaltenen Identitdt haben wir die Hilfsvaria-
ble p iber tg(pa) = (k/q)tg(ga) definiert und das Additionstheorem fiir den
Tangens verwendet. Daraus folgt die Phasenverschiebung

k
8o = arctg <E tg (qa)) —ka . (18.73)
Fiir niedere Energien, und wenn nicht gerade tg ga = oo ist, erhalten wir
1
6o =~ ka (M - 1) modw . (18.74)
qa
5
o’
3 1
2m 4
L
Abb.18.9. Zum Levinson-Theorem:
Gleichung (18.73) als Funktion von ¢
T 1 fir ka = 0.2

0 ' 4 ' 8 12 ¢

Als nichstes studieren wir die Phasenverschiebung 69(0) in Abhangigkeit
der Topftiefe Vy (Abb.18.9). Wir erinnern an die Bestimmungsgleichung fir
die Bindungszustande: tg(ga) = —hq/(2m|E|)!/2. Wenn man Vj vergrofiert,
so hat das Potential fiir { = \/2mVya2/h > /2, 37/2, ... einen, zwei, ... Bin-
dungszustande.

Fir die Werte ¢ = (2rn 4 1)7/2 hat gerade einer der Bindungszustinde die
Energie E = 0. Dann ist tg(ga) = 0o und es ist aus (18.73) ersichtlich, daB die
Phase 6y = n/2 mod ist.

Jedesmal wenn ein weiterer Bindungszustand auftritt, geht die Phase durch
7/2 und nimmt um 7 zu. Wir haben hier ein Beispiel des Levinsonschen Theo-
rems

8(0) = npmw (18.75)
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vor uns, wobei ng die Zahl der Bindungszustinde ist. Der Vollstandigkeit halber
bemerken wir, daf8 fiir den Fall, da fiir { = 0 die Jost-Funktion fo(0) = 0 ist,
statt (18.75) 6(0) = (np + 1/2)~ gilt.

Kombinieren wir (18.75) mit §(oo0) = 0, erhalten wir

ngmw fir 10 bzw. =0, fo(0)#0

5(0) — = 18.
(0) = §(c0) { (ng + %)w fir =0, fo(0)=0 (18.76)
Ausgehend von (18.74) kénnen wir den Ramsauer-Effekt herleiten. Setzen

wir die Niederenergie-Phasenverschiebung in den Streuquerschnitt ein, ergibt
sich

2
o ~ 4ra [tg—(q“—) - 1] . (18.77)
qa

Fir tg(ga)/ga = 1 ist o = 0. Bei Streuung von Elektronen an Ar, Kr, Xe,
verschwindet bei E = 0.7eV der Streuquerschnitt. Fiir diese Energie ist die
Phasenverschiebung §; = .

Wir kehren nun zu Gleichung (18.51) zurlick, um diese fir sehr kleine
Energien weiter zu untersuchen und den Begriff der Streuldnge einzufiihren.
Fiir kleine Energie kann man (18.51) entwickeln:

1 1
kctg 8o(k) = ot —2-r0k2 . (18.78)

In dieser Entwicklung bezeichnet man ag als Streulinge und r¢ als effektive
Reichweite des Potentials. Man kann fiir beliebige kurzreichweitige Potentiale
beweisen, dafl der zweite Term der Entwicklung ~ k2 ist. Aus der besprochenen
Niederenergieentwicklung folgt

1 11+aa(0)
ap a aap(0)

und sin? 6§y = (kap)? + O(k*). Der Streuquerschnitt ergibt sich somit zu
o =4na + O(k?) . (18.79)
Die Streulange bestimmt also den Niederenergie-Streuquerschnitt. Wir sehen,

daf

i 21 2ka
2160 — 1= = 0
€ ! ctgbo—1 1—kag (18.80)

einen Pol fiir k = i/ag besitzt. Fir positives ag>> a entspricht diesem Pol
ein Bindungszustand mit Energie By = —h?x2/2m und k = 1/ag. Da der
Bindungszustand von der Form exp { — xr}/r ist, ist seine Ausdehnung k1.
Also ist die Streulange etwa so grofl wie die Ausdehung des Bindungszustandes.
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Fiir die Streuamplitude ergibt sich

2kag 1
i— kag 2ik

fo= —ap . , (18.81)
SchlieBlich bemerken wir, dafl aus (18.80) als Energieabhangigkeit des Streu-
querschnitts

onh2 /m
= —_— 18.82
’ -E,+ FE ( )
folgt, und da dessen Niederenergieverhalten vollig durch den hier vorausge-
setzten, nahe am Kontinuum liegenden Bindungszustand bestimmt ist.
Wir wollen nun noch sehen, wie die Streulinge aus der Wellenfunktion
ablesbar ist. Fiir die Wellenfunktion auerhalb des Potentials

R3(r) = e®[jo(kr) cos 6 — no(kr) sin éo]

ergibt sich im Limes kleiner k

u”(r) =rR”(r) x (— L sin kr + cos kr) o <1 - -7:—) . (18.83)
kag ao
In der letzten Proportionalitat haben wir kr < 1 beniitzt. Wir sehen aus (18.83),
daB die Extrapolation von u”(r) die r-Achse bei ag schneidet.

Man erkennt in Abb. 18.10, daf die Streulénge fiir ein anziehendes Po-
tential ohne Bindungszustand negativ ist, die Phasenverschiebung ist positiv.
Wenn das Potential starker wird, geht ap — — oo und § — 7/2. Bei weiterem
Ansteigen des Potentials hat man dann einen Bindungszustand. Solange die
Bindungsenergie klein ist, ist die dann positive Streuldnge sehr groff. Die Pha-
senverschiebung in diesem Bereich ist negativ, bzw. liegt zwischen 7/2 und
T.

[ o) AJ(n) TJ(”

L~ Tt ==- - - \Y
S - - 39 o
00 L/ r ’ r \ r

Abb. 18.10. Die Streulange fir ein Potential ohne Bindungszustand, mit Bindungszustand
bei £ = 0 und mit einem Bindungszustand bei endlicher Energie
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Fiir ein abstoBendes Potential ist die Phasenverschiebung negativ und die
Streulange immer positiv und vergleichbar mit der Ausdehnung des Potentials.
Es tritt hier kein Pol bei negativen Energien auf.

18.10 Streuung fiir hohe Energien

Wir betrachten die Streuung an einer harten Kugel mit Radius a. Fiir hohe
Energien folgt aus (18.49) fiir die Phasenverschiebung

I
§ = —ka + 3" . (18.84)

Setzen wir dies in (18.30) ein und ordnen die Terme paarweise um, ergibt sich

o= ‘}t—g{ [sin2 ka + sin? (ka-—— -725)]
+2 [sin2 (ka— -;E) +sin2(ka—7r)] + }

ka
4z ar 1
= — l = — —kalk 1
2= patiar)

Daraus folgt fiir hohe Energien, d.h. ka > 1

o =2ma® (18.85)

und nicht, wie vielleicht erwartet, ma?. Der quantenmechanische Streuquer-
schnitt bei hohen Energien ist doppelt so grofl wie der klassische Streuquer-
schnitt. Der Grund liegt in der Beugung der Welle. Man sieht dies am differen-
tiellen Streuquerschnitt bei hoher Energie:

dU _ 1 2 2'[9 2 .
70 = 1% 1+ ctg 2J1(ka sin 9)| (18.86)

(J ist die Bessel-Funktion 1. Ordnung) mit

1/2
Ji(z) ) %z , Ji(zg) — (—2—) cos(a:—%n)

T — o0 T

Der erste Term ist isotrop und entspricht dem klassischen differentiellen Streu-
querschnitt a2 /4, der zweite Term ist scharf in Vorwartsrichtung konzentriert
und beschreibt Beugungseffekte. Der gesamte Streuquerschnitt setzt sich zur
Hilfte aus klassischer Reflexionsstreuung und zur Halfte aus Beugung zusam-
men.

Wir konnen dies auch so verstehen. Die Wellenfunktion ¢ = vein + Ystreu
ist die Summe aus einfallender und gestreuter Welle. Unmittelbar hinter der
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Abb.18.11. Zur Schattenstreuung

Kugel, im Schatten, mufl ¥streu genau negativ gleich tein sein. Der Fluf} in
streu ist gleich dem Flufl; der aus tein durch die Kugel herausgeblendet
wird (Abb.18.11). Der Schatten resultiert aus der Interferenz der Streuwelle
in Vorwértsrichtung mit der einfallenden Welle. Diese Interferenz mufl gerade
so viel aus dem in Vorwértsrichtung durchgehenden Strahl an Intensitat ent-
nehmen, wie in endliche Winkel wegreflektiert wird. Fiir grofle Abstinde ist
diese zusédtzliche Beitrag zur Streuamplitude in Vorwértsrichtung konzentriert.
Klassisch zahlt man als Streuung nur den wegreflektierten Teil.

18.11 Erganzende Bemerkungen

18.11.1 Transformation in das Laborsystem

Wir wollen noch die Ergebnisse der Potentialstreuung mit der Streuung zweier
Teilchen im Schwerpunktsystem (.S) und Laborsystem (L) in Verbindung brin-
gen. Im Laborsystem ruht eines der Teilchen vor der Streuung, wihrend das
zweite auf dieses eingeschossen wird. Im Schwerpunktsystem ist der Schwer-
punkt der beiden Teilchen in Ruhe. Das erste System entspricht meist der
experimentellen Situation (z.B. Streuung von Elektronen oder Photonen an
Atomen). Die zweite Situation ist der Theorie sofort zuganglich. Denn sofern
die Wechselwirkung der beiden Teilchen durch ein Potential dargestellt werden
kann, ist die Streuung im Schwerpunktsystem identisch mit der Streuung an ei-
nem Potential, wobei die Masse durch die reduzierte Masse der beiden Teilchen
zu ersetzen ist.

Zwischen dem differentiellen Streuquerschnitt do/df2 im Schwerpunktsy-
stem und dem im Laborsystem do/df2;, und den Ablenkungswinkeln 9 und 97,
gelten die aus der klassischen Mechanik bekannten kinematischen Beziehungen

(Abb.18.12)

do M2(Mj + My cos V) do
FI N (M2 + M2 + 2M1 My cos9)3/2 dfdy,
My + My cosd
cos ¥, =
\/M12 + M22 + 2M; M3 cos ¥
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Abb. 18.12. Zur Transformation vom Schwerpunktsystem in das Laborsystem: Der diffe-
rentielle Streuquerschnitt fiir die Streuung von harten Kugeln gleicher Masse (M2 = M)
ist im Schwerpunktsystem isotrop. Die Winkelabhangigkeit im Laborsystem folgt aus den
kinematischen Beziehungen, die sich fir gleiche Massen auf do/df2;, = 4 cos ¥1,do/d§2 und
cos 91, = cos ¥/2 reduzieren

18.11.2 Coulomb-Potential

Fir das Coulomb-Potential fanden wir, dafl der klassische Streuquerschnitt
do/df? mit dem Streuquerschnitt in Bornscher Naherung identisch ist. Wir
machen noch eine Bemerkung zur exakten Form der Coulomb-Wellenfunktion.
fir die Bindungszustande fanden wir

—KT

e .
Ry~r" e ™ " statt , wobei
r
met h2k2
FE=— 5 = —
2h%n? 2m

Daraus folgt

2

n=-—— und
2

1 1 me?
~= - 1 == _ me
Ry rexp{ kr +nlogr} 7‘exp{ KT + h2ﬁlogr}
Ersetzt man & durch ik, erhalt man hieraus die Streuzustdnde. Wegen der un-
endlichen Reichweite des Coulomb-Potentials sind die Streuzustande keine Ku-

gelwellen, sondern enthalten dariiber hinaus eine logarithmisch von r abhéngige
Phasenverschiebung.
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19. ,,Supersymmetrische® Quantentheorie

19.1 Verallgemeinerte Leiteroperatoren

Wir erinnern an die Behandlung des harmonischen Oszillators mittels der Lei-
teroperatoren a und al und stellen uns folgende Frage: Kann man auch an-
dere Hamilton-Operatoren als ,,Absolutquadrat“ eines Operators darstellen und
dann die Lésungen algebraisch ermitteln?

Es sei der Hamilton-Operator H°

H°=-ﬂ-7;~+v%m) (19.1)

gegeben, wobei 0.B.d.A. V(z) so gewihlt sei, daB die Grundzustandsenergie
Null ist. Der Grundzustand ¢ erfiillt dann

1 d?
0 - | -2 0 —
Hp = [ 5 73 +V (z)] Yo , woraus (19.2)
"
VO(z) = 1% und (19.3)
2 o
1] d* 9
0 _ | _.Z__,.x0
H” = 5 [ Iz + ¢0] (19.4)
folgt, und die Einfiihrung der Operatoren
1 d 9
T _ |2 _ X0
ooyl 4]

nahelegt. Es gilt

2 ! 1\2 2 ! 1\2
2Q:!:Q:F ____d_i _i. .d)_o] + <.¢_0> =_%2_:|:_d_ﬁ+ (Lbﬁ)

dwz 1o o dz 1g Yo
_ 4 Yo
= d2i¢ +(1;1)( ) . (19.6)
Definieren wir
Vi) =vz) - %i—g und (19.7)
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d2

1

1 1

== 1% t 19.
H 5 7.2 +Vi(z) , so folg (19.8)
HY = QtQ~ (19.9a)

H! nennt man den supersymmetrischen (SUSY-) Partner von H®.
Da

Q=) (19.10)

erfiillt, haben wir den Hamilton-Operator H® wieder durch ein Absolutquadrat
dargestellt. Jedoch ist bei nichtharmonischen Potentialen der Kommutator der
Operatoren Qﬂ: eine Funktion von z

__.d_¢_6 = H!

- 0t =
[Q 5Q]_ dwwo

-HY . (19.11)

Wir zeigen zunéchst einige Identitaten.
Q Yo=0 . (19.12)

Beweis:

Aus (19.9a) und (19.2) folgt QT Qo = 0 und (¥o|Q Q@ |wbo) = 0 und wegen
(19.10) das Verschwinden der Norm von @~ |¢¢) und damit von Q ~1q selbst.

Des weiteren erhilt man die Relationen
Q*H'-H'Qt =0 , Q" H'-HQ =0 , (19.13)

durch Multiplikation von (19.9a) und (19.9b) mit Q@+ und Q.
Gegeben sei ein Eigenzustand 3 mit Eigenwert EQ von HY:

QtQyn = Envn
Durch Multiplikation mit @~ ergibt sich
Q~Q*(Q¥n) = Ea(Q7¥n)

Also ist Q™92 FEigenzustand von H! mit dem Eigenwert EY, aufer fiir den
Grundzustand ) wegen (19.12).
Sei 9. Eigenzustand von H! mit Eigenwert E},

Q™ Q Yy = Entn
Durch Multiplikation mit Q7 folgt
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QtQ™(QM ) = EL(QTYr)

Also ist @t} Eigenfunktion von H® mit Eigenwert E}.

Die Spektren der beiden Hamilton-Operatoren kénnen auseinander her-
geleitet werden (siehe Abb.19.1). Dies ist insbesondere dann niitzlich, wenn
eines der beiden Probleme exakt 16sbar ist oder leichter durch kontrollierbare
Néherungen behandelt werden kann.

HO H'I

E}y — —

0 .
EO — Abb 19.1. Energieniveaus von H° und H?!

Wir betrachten noch die Normierung. Aus (¢}|Q~ Q% |yl) = EL(x}|wl)
sieht man: Ist |¢)1) auf 1 normiert, dann ist auch

1

VE}

auf 1 normiert. Analoges gilt fiir |12)

%3y = QFlph)

L) = \/IE—OQ“W%

Mit der gednderten Bezeichnung fiir die Grundzustandswellenfunktion 1,/)8
von H® definieren wir

'(r/)Ol
¢=-0 (19.14)
o
dann wird aus (19.5)
1 d
C L
=55 [r L +e@)| (19.15)
und aus (19.3) und (19.7) folgen
VO=4(-¢' +2%) , V=L +8?) . (19.16)

Wir kénnen die beiden Hamilton-Operatoren kompakt in Matrixform zusam-
menfassen

1

H' 0 1 1
( 0 H°> = 5192 + -2-452 + Eazqﬁ’ : (19.17)
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Man nennt den Teil H! Fermi-Sektor und den Teil H® Bose-Sektor (Abschn.
19.3).
Die Integration von (19.14) gibt

e =Nexp { - /dzdi} , (19.18)

wobei A aus der Normierung von 1/)3 folgt.

Wir konnen die Vorgangsweise auch umkehren, indem wir eine Funktion @
vorgeben und sehen, welche Hamilton-Operatoren dabei resultieren und dann
die obigen Resultate beniitzen.

19.2 Beispiele

19.2.1 Reflexionsfreie Potentiale

Wir untersuchen zuerst

¢ =thz . (19.19)
Dafiir ergeben sich die beiden Potentiale
1 2 1

V0=c(1-——) , Vi=z . 19.20

2 ( cosh? x) 2 ( )

Das Potential —1/cosh? ¢ hat als supersymmetrischen Partner das konstante
Potential 1/2, entsprechend einem freien Teilchen.

Aus (19.18) folgt mit [ drthz = log coshz die normierte Grundzustands-
wellenfunktion von H®

(@) = —— — . (19.21)

coshz /2

Die Grundzustandsenergie ist Eg = 0. Die Eigenzusténde gb,lc und die Energie-
eigenwerte E',}: sind

Yi =e*® und Ej=$(1+4?)
So folgen die iibrigen normierten Eigenfunktionen von H

0 1 4.1 (=ik+the) 4,
= S S b i 19.92
¥ Qtuh = e (19.22)

X

Die zugehorigen Energieeigenwerte sind ebenfalls E,% Die Kontinuumszusténde
(19.22) haben die bemerkenswerte Eigenschaft, keine reflektierte Welle zu be-
sitzen. Man nennt deshalb Potentiale der Art (19.20) reflezionsfreie Potentiale.
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Anmerkung: Warum gibt es nicht auch einen Zustand, der Q~ Q%14 = 0 erfiillt?

Dies wiirde fiir eine normierbare Wellenfunktion auf @+ = 0 fiihren. Daraus folgt
1 = cosh z, eine nicht normierbare Wellenfunktion. Dies ist im Widerspruch zur Annahme,
also gibt es keinen Zustand des Problems H! mit Energie E = 0. Auflerdem ist fur die
hier untersuchten Beispiele V1(z) > V°(z), also V! abstofilender. Ganz analog dazu ist die
Nichtexistenz von normierbaren Eigenzustanden von a¥ im Fall des harmonischen Oszillators
(siehe Kap. 3).

Fiir die allgemeinere Schwelle

é=nthz
h2z —1 n
P2 =nlth?r =n?22 270 g o 19.23
T=n cosh? z cosh? z ( )
finden wir
1 1 n(n + 1)]
0 2 ! 2
= —(P° - P') = = — ,
4 2( 2 [n cosh? z
(19.24)

1_Lls2, zn_1[ 2 n(n-1)

v —2(¢ +¢)-—2[n _—coshZz]

Die beiden SUSY-Partner sind die reflexionsfreien Potentiale —1/cosh? z mit
den Amplituden n(n —1)/2 und (n+1)n/2, wobei das Kontinuum bei n2/2 be-
ginnt. Man kann also durch sukzessive Anwendung der SUSY-Quantenmechanik
die Eigenzustinde des reflexionsfreien Potentials —n(n + 1)/2cosh? z aus der
freien Bewegung eines Teilchens gewinnen. Die Zahl der Bindungszustande ist
n.

Aus (d/dz + nthz)yd = 0 folgt fiir den Grundzustand

1
W@ o —=— (19.25)
Die Grundzustandsenergie ist 0. Die {ibrigen (n — 1) Eigenwerte sind identisch
mit denen des Problems V1. Die Eigenfunktionen ergeben sich durch Anwen-
dung von Qt = (—d/dz + nthz)/V2.

Wir verweisen noch auf den engen Zusammenhang mit der klassischen
nichtlinearen Dynamik, wo die Losungen (19.21) als Translationsmode und
(19.22) als harmonische Schwingungen um ein Soliton auftreten. n = 1 steht in
Beziehung zur Sine-Gordon-Theorie und n = 2 zur $*-Theorie!.

Reflexionsfreies Potential n=2
Fiir n = 2 ergeben sich die beiden Potentiale

3 1

Vi=2-
cosh? z cosh? z

vi=2_ (19.26)

’

1 J. Rubinstein: J. Math. Phys. 11, 258 (1971);
R. Rajaraman: Phys. Rep. 216, 227 (1975)
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und die Operatoren

1 d
QF = 7 (:t o T2th x) : (19.27)

Das Problem V! fiir n = 2 haben wir vorhin geldst. Abgesehen von einer
Verschiebung um 3/2 ist es identisch mit V fiir n = 1. Aus den Streuzustinden
erhalten wir

QF = L (— 4 +2thx) (———_lk+thw) elke

V2 \ dz V1I+k2
1 :
= —\/2(11=k2_)—(3th2 ¢ — 3ikthe — 1 — k2)elF® | (19.28)
+

Da nun die Eigenwerte
Eb=34+1a+r) =2+ 3k
sind, folgt fiir die normierten Streuzustédnde
b0 = 3th?z — 3ikthe — 1 — k2 4,
V(& +E)(1+#2)
Neben dem schon in (19.25) gefundenen Grundzustand mit Energie 0

V3 1

2 cosh?z

(19.28)

$o(z) = (19.29)

finden wir als zweiten Bindungszustand

o 1 ( d 1 1 3the
d)l_\/i d:c+2th$ coshz /2 coshz ’ (19.30)

mit der Energie

E=3

19.2.2 6é-Funktion
Wahlen wir fiir @ die Stufenfunktion

P =¢(z)=0(z) - O(-z) , (19.31)
so ergibt sich
=1, ¢ =2z) ,
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V0i=—é(z)+1% , (19.32)
V=6(z)+ 3
Die beiden supersymmetrischen Partner sind das anziehende und das abstoflende

§-Potential.

19.2.3 Harmonischer Oszillator

Aus

¢ =wzr (19.33)

folgen zwei harmonische Oszillatoren

HO__1_£+1 222 - Zw
2 dz? 2
2 (19.34)
1 1d2 144, 1
H =g ta= tav

mit um w verschobenem Energienullpunkt. Der Grundzustand von H® ergibt
sich aus

V2Q 4 = (-j—z +w;c) P =0 zu

YW =ew/2 | El-q | (19.35)

Da H! gegeniiber H® nur um w verschoben ist, ist dessen niedrigster Zustand

ebenfalls
p§ =e w2 (19.36)

und der zugehdrige Energieeigenwert E& = w. Um den ersten angeregten Zu-

stand von H? zu erhalten, brauchen wir nur Q1 auf 1/)3 = 1/)8 anzuwenden:
Qte=w=’/2 | BV = | (19.37)

Dies setzt sich nun treppenweise fort. Damit haben wir wieder die schon in

Abschn. 3.1 angegebene algebraische Lésung des harmonischen Oszillators her-
geleitet.

19.2.4 Coulomb-Potential

Als weiteres Beispiel fiir die Behandlung elementar exakt losbarer Probleme
mittels der SUSY-Quantenmechanik betrachten wir die Bindungszustande des
Coulomb-Potentials. Die radiale Schrédinger-Gleichung lautet nach Einfiithrung
der Substitution R, = upy/r
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1d% (I+1) « m
Hyup = [— DR e L ﬁEnlunl ; (19.38)
Ze?m
T = 12 (1939)
Wir behaupten, daf (19.38) mit den Operatoren
1 d 1+1
:l: —_— e— — — ————
QF = 7 [; e —+ n] (19.40)

als Problem der SUSY-Quantenmechanik formulierbar ist, und das zugehérige

@ durch
P=———+¢k
r

gegeben ist. Fiir dieses erhdlt man

(I+1)2 2s(14+1) o , 1+l
= 7‘2 a r t ’ ? = 'l”2

und aus (19.16) die beiden SUSY-Partner

@2

1[il+1 2x(l+1
- [( +1) 26l )+n2] und (19.41a)
2 r T
l
vl 1 [(l + l)gl +2) 2x(1+1) + nz] (19.41b)
2 r r
Der Vergleich von (19.41a) mit (19.38) ergibt fiir die Konstante &
Y
=— . 19.42
A (19.42)

Fihren wir noch die Abkiirzung

n = % (%{)2 (19.43)
ein, erhalten wir aus (19.41a,b), (19.38) und (19.9a,b)

Q@ =Hy+m und (19.43a)

QrQf =Hya+m . (19.43b)

Es ist damit gelungen, H; und Hj, als supersymmetrisches Paar darzustellen.
Von (19.43a,b) liest man sofort den Kommutator von @;” und Qf’ ab
- I+1
Q. Q1=Hyy1—H = 7
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Wir numerieren die Zustande u,; durch die Hauptquantenzahl n >+ 1. Der
niedrigste stationare Zustand mit Drehimpulsquantenzal [, ndmlich gy, ist

wegen (19.43a) der Eigenzustand von Q?’Ql_ mit dem’ Eigenwert Null. Dieser
erfiillt die lineare Differentialgleichung

- d I+1
\/§Q1 U1l = ('5 - + KZ) U1l = 0 . (19.44)
Nach der Umformung
d 1+1
5 log 'LL1+1,1 = ——T_ — K
finden wir
ugyy = Nritle " (19.45a)

Hier ist N eine Normierungskonstante. Aus (19.38) und (19.43a) folgt der Ener-
gieeigenwert

h2 Z2 4

e'm
E =—n—=
1+1, m m

__Z°cm 19.45b
2(1+ 1)2A2 ( )

Zu jedem ! haben wir in (19.45a) den niedrigsten Zustand gefunden (siehe
Abb.19.2). Nun sind die Zusténde u, | mit n >4 1 zu bestimmen.

l’Ll 0 1 i 1 2

3 —‘.08:.—44.0'.;.. _

2 _.Q‘*J—

1 - Abb 19.2. Die Wirkung der Leiteroperatoren auf die Bin-
dungszustande des Coulomb-Potentials

Dazu miissen wir uns nur die Wirkung der Leiteroperatoren th klarma-
chen. In den Beziehungen (19.43a,b) tritt dieselbe Konstante n; auf, deshalb
konnen alle algebraischen Ergebnisse fiir die Operatoren H? und H! des vorher-
gehenden Abschnitts auf H; und Hy,; {ibertragen werden. Insbesondere folgt
aus

1d2 (141 « m
Hiug = | =525+ =55 = | Yl = 33 Eniun (19.38)
die Schrodinger-Gleichung
— m —
Hig (Qr unt) = ?EnI(QI Unt) - (19.46)
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Also ist Q[ up; Eigenfunktion von Hjyq mit Eigenwert mE,;/ h2. Man kann sich
von (19.46) sofort direkt iiberzeugen, indem man in (19.38) H; durch (19.43a)
ersetzt, dann mit Q; multipliziert und (19.43b) einsetzt. Gleichermafien folgt
aus

m
Hipqupppr = h—zEn,l+1 Un 141 (19.47)

die Eigenwertgleichung
m

HiQ up 41 = '};EEn,I+1 Qf uniy1 - (19.48)
Somit ist Q?—un,l+1 Eigenfunktion von Hj.

Nun miissen wir noch den Wert der Hauptquantenzahlen von Q; u,, ; und
Qii-“n,l+1 bestimmen. Wir werden sehen, dafl dieser ebenfalls n ist. Ausge-
hend von ujyyy, 1>1, konnen wir Q?__1UI+1,I bilden, mit Energieeigenwert
Eip1 = —n1h2/m. Der Grundzustand zu [ — 1, ujj_1, besitzt die Energie
Ey1= —ni—1h2/m. Wir behaupten, daB zwischen diesen beiden Zustinden
kein weiterer liegt, d.h. Qf_lul+1,l o 41 J-1- Denn wire zwischen diesen bei-

den Zusténden noch ein weiterer, dann kénnte man darauf den Operator Q;_,
anwenden und erhielte einen Eigenzustand von Hj, dessen Eigenwert niedri-
ger als Ey, 1| wire, was unmdglich ist. Durch Fortsetzen dieser Argumentation
erhilt man

Qf ungy1 o uny - (19.49)

Nachdem damit alle Bindungszustinde und Eigenwerte ausgehend von den
uj41, bestimmt werden kénnen (siehe Abb. 19.2), folgt dann auch

Q unt X upiy1 (n>141)

Wir driicken diese Ergebnisse jetzt durch die Hauptquantenzahl n aus. Ausge-
hend von (19.45), dem Zustand uy, n—1, erhalten wir alle Zustinde zur Haupt-
quantenzahl n:
Unn-1 > Q:_zun,n—l s QI_;;Q:_zun,n—l y
, QF . QF _Jupmo1 - (19.50)

Diese haben alle die Energie

E = r2 _ Z2e4m
n, = —nlzn—l’ﬁ = _W

Damit haben wir ziemlich miihelos die gebundenen Zusténde des Coulomb-
Potentials und deren Energien wiedergefunden.

(19.51)
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19.3 Erganzungen

Unter supersymmetrischer Quantenmechanik versteht man quantenmechani-
sche Systeme, deren Hamilton-Operator H aus antikommutierenden Ladungen
Q gebildet wird, die die Quadratwurzel von H sind:

2H = {Q,Q"1 = Q@' + Q'@ , (19.52)
0={Q,Q) . (19.53)
Daraus folgt

@ H]=0 ; (19.54)

die Ladung ist also erhalten. Ein derartiger Hamilton-Operator enthalt durch
Kommutatoren und Antikommutatoren quantisierte Koordinaten. Diese wer-
den durch Supersymmetrie-Transformationen gemischt. Fir ein Teilchen mit
Spin sind der Ort und die Spinorientierung ein solches Koordinatenpaar. Die

explizite Realisierung von @ und QJf ist dann
Q=(+ie@)d , Q' =(p-id@)d , (19.55)

worin ¢ und p Bose-Freiheitsgrade und ¢ und z/AJJr Fermi-Freiheitsgrade sind,
mit den entsprechenden Vertauschungsrelationen (k = 1)

[z,p] =i ,

@hit=1 , () =Ehél =0 . (19.56)
Daraus folgt {Q‘L,QT} ={Q,Q} =0 und

H = }p* + §0%(z) - §[$1,41'(z) . (19.57)
Verwenden wir die (2 X 2)-Darstellung

it (0 0 » _ (0 1

wh _“a_ B (1 0>  $=or= (0 0) ’ (19.58)

AR TS

so ergibt sich aus (19.57)
H =1+ ?*2)) + 0.9 (z) . (19.59)

Gleichung (19.59) ist identisch mit der fritheren Matrixdarstellung der bei-
den Hamilton-Funktionen H® und H'. Der Sektor H® (H!) heifit Bose-(Fermi)-
Sektor. Die beiden Sektoren haben dieselben Energieniveaus. Ausgenommen ist
der Fall, da§ der Grundzustand des Bose-Sektors die Energie Null besitzt und
dann nicht entartet ist.
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Anmerkung: Schliellich sei noch erwahnt, da8 die Supersymmetrie-Transformationen durch
den unitaren Operator?

U =exp{eQ+¢7Q} (19.60)

dargestellt werden, mit antikommutierenden ¢c-Zahlen € und et (Grassmann-Algebra).

Die supersymmetrische Einteilchen-Quantenmechanik dient als Modell zur Untersu-
chung der spontanen Brechung der Supersymmetrie, welche in supersymmetrischen Feld-
theorien auftreten sollte.?) Der Grundzustand IO) ist gegenuber Supersymmetrietransforma-
tionen invariant, wenn U|0> = lO) ist. Dies ist genau dann erfillt, wenn QIO) = Q”O) =0
ist, wenn also die Grundzustandsenergie Null ist. Wenn die Grundzustandsenergie grofer als
Null ist, ist die Supersymmetrie spontan gebrochen. Ein Beispiel mit spontan gebrochener
Supersymmetrie ist

45—_—9(1;2 ___a2) 3

2 2 (19.61)
H=2 4 g—(:::2 —a®)? 4 gzo,
2 2
Die beiden Potentiale V? und V1 erfiillen
VOo(—z)=Vi(z) . (19.62)

Es gibt hier keinen normierbaren Zustand mit EJ = 0, da
/dz d(z) = g(:li-:r3 —a’z)
Die Grundzustandsenergie ist dann positiv (QQ*‘) und entartet.

Zum weiteren Studium seien folgende Arbeiten empfohlen:

Delft, P.A.: Duke Math. Journ. 45, 267 (1978)

Infeld, L., Hull, T.E.: Rev. Mod. Phys. 23, 21 (1951)

Joseph, A.: Rev. Mod. Phys. 37, 829 (1967)

Lancaster, D.: Nuov. Cim. 79, 28 (1984)

Schrodinger, E.: Proc. Roy. Irish Acad. A46, 9 (1940), 183 (1941)

2 Siehe z.B. D. Lancaster: Nuov. Cim. 79, 28 (1984)
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20. Zustand und Mef3prozef in der
Quantenmechanik

20.1 Der quantenmechanische Zustand, Kausalitat
und Determinismus

“There was a time when newspapers said that only twelve men understood
the theory of relativity. I do not believe that there ever was such a time. ...
On the other hand, I think it is safe to say that no one understands quantum
mechanics.”

R.P. Feynman
The Character of Physical Law (1967) p. 129!

»Verstehen“ heifit hier nicht die Beherrschung des mathematischen Forma-
lismus, sondern das Verstdndnis im Rahmen unseres an Vorgidngen der klas-
sischen und nichtrelativistischen Erscheinungswelt geschulten Begriffsbildes.
Tatsachlich kann man Konsequenzen der speziellen Relativitatstheorie wie Lo-
rentz-Kontraktion oder Zeitdilatation in diesem Sinne verstehen, sobald man
sich die Relativitat der Gleichzeitigkeit in zueinander bewegten Koordinaten-
systemen klargemacht hat. Die Newtonschen Gleichungen sind in der Relati-
vitatstheorie zwar modifiziert, so da8 sie kovariant gegentiber Lorentz-Trans-
formationen sind, der Zustandsbegriff ~ Angaben von Ort und Geschwindigkeit
— hat sich jedoch nicht gedndert. .

Demgegeniiber sind die begrifflichen Anderungen in der Quantentheorie
wesentlich einschneidender. Zunéchst ist der Zustand durch einen Vektor in
einem linearen, unendlichdimensionalen Raum gegeben, und die Observablen
werden durch i.a. nicht kommutierende Operatoren dargestellt, woraus schlief3-
lich entscheidende Konsequenzen fiir den Meflvorgang resultieren. Wir rufen
uns die Axiome der Quantentheorie in Erinnerung:

1. Der Zustand wird beschrieben durch einen Vektor |¢) in einem linearen
Raum.
2. Die Observablen werden durch hermitesche Operatoren dargestellt, und

f (Observable) durch f (Operator).
3. Der Mittelwert einer Observablen ist (¢|Operator|y).
4. Die Dynamik ist gegeben durch die Schrédinger-Gleichung

ihd|¢$) /0t = H|y).
L Zitiert nach J.G.Cramer: Rev. Mod. Phys. 589, 647 (1986)
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5. Beieiner Messung der Observablen A mit Resultat a geht der urspriingliche
Zustand in |a) tiber.

Aus (2) und (3) folgt, dal Messung von A die Eigenwerte a ergibt mit der
Wahrscheinlichkeit |cq|“, wobei

[¥) = §ca|a) und Ala) = ala)

Unter klassischem Determinismus versteht man den Sachverhalt, daf§ Ort
und Impuls, die ja den Zustand in der klassischen Mechanik definieren, mit
beliebiger Genauigkeit angegeben werden konnen. In der Quantentheorie ha-
ben Ort und Impuls nicht gleichzeitig scharfe Werte, sondern es ergibt sich je
nach Wellenfunktion eine statistische Verteilung, es liegt hier also kein Deter-
minismus vor. Hingegen sind klassische Physik und Quantenmechanik kausal
in folgendem Sinn: Aus den Newton-Gleichungen lassen sich fiir Anfangswerte
z, p diejenigen zu einer spiteren Zeit z(t), p(t) berechnen; aus der Schrodinger-
Gleichung folgt bei vorgegebener Ausgangswellenfunktion ¢(z) die Wellenfunk-
tion ¥(z,t). Die Zustandsanderung beim Mefivorgang, Axiom 5, wird gelegent-
lich als Nicht-Kausalitat gewertet. Es tritt hier aber weniger fehlende Kausa-
litat als vielmehr die Manifestation des nichtdeterministischen quantenmecha-
nischen Zustandes zutage.

Hier liegt eine der Wurzeln flir die Verstandnisschwierigkeiten. Des weite-
ren mufl man sich erinnern, dafl die aus der Nichtkommutativitat der Observa-
blen resultierende Unschérferelation auch mit noch so raffinierten experimentel-
len Anordnungen nicht umgangen werden kann, und daf} bei einem Experiment
der Zustand, abhangig von der Art des Experiments gedndert wird. Betrachten
wir dazu das Heisenbergsche Gedankenexperiment zur Ortsbestimmung mittels
eines Mikroskops mit dem Auflésungsvermogen: Az = A/sin ¢ (Abb.20.1).
Die Unsicherheit des Riickstofles ist gegeben durch

Apy = (2L)\h) sin ¢ — Az Apg ~2nh
Kann der StoB des Photons auf die Linse zur Messung von p; vewendet wer-
den? Dazu miifite man den Impuls der Linse genauer als (27 /A)h sin ¢ kennen.
Dementsprechend wiirde der Ort der Linse ungenau (die Masse der Linse geht
nicht ein). Da dann Hauptmaximum und Nebenmaxima der Abbildung ver-
schwimmen wiirden, wire der Ort des betrachteten Teilchens wieder ungenau.
Wir sehen hier auch, dafl der Zustand je nach Messung geandert wird.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden folgende Probleme angespro-
chen: Klarung des Zustandsbegriffes, Untersuchung der Frage, ob man die
Quantentheorie durch verborgene Parameter ergianzen kann, und inwieweit
Axiom 5 durch quantenmechanische Behandlung des Gesamtsystems herge-
leitet werden kann. Dazu gliedert sich das Kapitel in: 1. Dichtematrix, ma-
thematischer Apparat zur Beschreibung der angesprochenen Fragestellungen,
2. Analyse eines idealisierten Stern-Gerlach-Experiments, 3. Bellsche Unglei-
chung und Experimente zur Unmoglichkeit verborgener Parameter.
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Abb. 20.1. Zum Heisenbergschen Gedankenexperiment

Vorweg sei bemerkt: Die begrifflichen Schwierigkeiten, die der quantenme-
chanische Zustand mit sich bringt, sind keine Schwéche der Quantentheorie,
die noch an keine Gultigkeitsgrenzen gestoflen ist, sondern ausschlielich eine
Schwiche unseres Vorstellungsvermogens.

20.2 Die Dichtematrix

20.2.1 Dichtematrix fiir reine und gemischte Gesamtheiten

Die Dichtematrix ist von iiberragender Bedeutung fiir den Aufbau der Quan-
tenstatistik; es sind dafiir auch die Bezeichnungen statistischer Operator und
Dichteoperator gebrauchlich.

Das System befinde sich im Zustand |¢). Die Observable A hat in diesem
Zustand den Mittelwert

(4) = (¥lAly) . (20.1)
Die Struktur des Mittelwertes legt es nahe, die Dichtematrix

o= ¥) | (20.2)
zu definieren. Es gilt:

(A) = Sp(eA4) (20.3a)

Spe=1 (20.3b)

=0 , wobei (20.3¢)

SpX =Y _(n|X|n) (20.4)

n

und |n) ein beliebiges Orthonormalsystem ist.
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Anmerkung: Beweise von (20.3a—c):
Sped =) _(n|v)(¥laln) = (slA|n)(nlv} = (v|4|v)

Spe=Spel = (y|1|y) =1

& =) (¥lw) (vl = |9) (| = e

Wenn die untersuchten Systeme oder Objekte alle in ein und demselben
Zustand |t) sind, spricht man von einer reinen Gesamtheit, oder man sagt die
Systeme befinden sich in einem reinen Zustand.

Um die in der Wellenfunktion |¢) enthaltenen Wahrscheinlichkeitsaussa-
gen experimentell verifizieren zu kénnen, mufl man tatsichlich eine Gesamtheit
von gleich praparierten Objekten untersuchen. Wenn z.B.

[¥) = enln) (20.5)

ist, wird sich in einem Ensemble von N solchen Objekten Ny,-mal der Eigenwert
an ergeben. Je grofer N ist, umso genauer wird N, /N sich der Wahrschein-
lichkeit |¢,|? nahern, d.h.

. N
jeal? = Jim S (20.6)

und der Mittelwert wird entsprechend zu

(=% jenlan = fim % S Non (20.7)
Neben diesem inharenten, dem einzelnen Zustand innewohnenden stati-
stischen Charakter, kann in einem Ensemble dariiber hinaus noch eine sta-
tistische Verteilung von Zustanden vorliegen. Liegt ein Ensemble mit unter-
schiedlichen Zusténden vor, nennt man dieses eine gemischte Gesamtheit, ein
Gemisch, oder man spricht von einem gemischien Zustand. Befinden sich von
den N Reprasentanten des Ensembles N1 im Zustand |+1), ..., N; im Zustand
|¥;), ..., so ist die Wahrscheinlichkeit, daf} ein beliebig herausgegriffenes Ele-
ment des Ensembles im Zustand |¢;) ist, durch p; = N;/N gegeben, mit

Ypi=1

1
Der Mittelwert von A ist dann

(4) = ZPi(d)ilAWi) . (20.8)

Auch diesen Mittelwert kann man durch die nun folgendermaflen definierte
Dichtematrix
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o= Zml%)(%l (20.9)

darstellen. Es gilt:

(A) = Sp oA (20.9a)
Spo=1 (20.9b)
0®°#0 und Spe®<1 , falls p;#0 ist fiir mehralsein i , (20.9¢)
ol =0 . (20.10)

Anmerkung: Beweise:
SpeA = ZZpa(¢ilAln)(n|¢i) = ZP-‘(t/)ilAl%) =(4)
Daraus folgt mit A = 1 auch (20.9b).
= Zmel%)(«lnl%)(% |#e
i
Fiir jedes |1} ist der Erwartungswert von ¢

(vlelv) = Zp;l(d)lda)l” >0

positiv semidefinit. Da g hermitesch ist, sind die Eigenwerte P,, von g positiv reell:
glm) = Prm|m)

o= i Pr|m) (]

(20.11)

o0
Pn20 , > Pu=1, (m|m') =5,
m=1

In dieser Basis ist g2 = 3" P,%Jm)(ml und offensichtlich Sp¢? = Y, P2 <1, wenn mehr
als nur ein Zustand vorkommt.

Man kann (20.9¢) auch direkt aus {20.9) zeigen, wobel mindestens zwei verschiedene,
aber nicht notwendigerweise linear unabhingige Zustande in (20.8) vorkommen miissen:

Spe® =) > pipi il ) (wi|n) (n|w:)

n o 4,3

= Zpil’j|(¢i|¢j)|2 < Zpi ij =1
%, t J

Das Kriterium fiir einen reinen oder einen gemischten Zustand ist Sp 2 = 1
bzw. Sp o2 < 1.

Der Mittelwert eines Projektionsoperators |n)(n| ist fiir die Dichtematrix

(20.9)
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Sp (In)(rle) = X pil(nled)|® = Lpiled? (20.12a)

also gleich der Wahrscheinlichkeit, den Zustand n als MeBergebnis zu erhal-
ten. Fir Projektionsoperatoren mit kontinuierlichem Spektrum, wie etwa bei
Projektion auf die Ortseigenzustande, wird

Sp(l2)(zle) = Sopillzl¥ad® = Lpilgi(x)* . (20.12b)

Das System moge aus zwes Teilsystemen 1,2 bestehen, mit Zustdnden |1n)
und |2m). Ein allgemeiner reiner Zustand im Raum des direkten Produkts ist
dann

[¥) = D_ caml|ln)|2m) (20.13)
n,m
und die dazugehorige Dichtematrix ist
o=Vl = > Y enmCupm|In)2m)(1n/|[(2m!| . (20.14)
n,mn’ m’

Wenn wir Messungen durchfiihren, die nur das System 1 betreffen, wenn also
die den untersuchten Observablen A entsprechenden Operatoren nur auf die
Zustdnde |1n) wirken, dann ist

(4) = SpSped = Sp[(Spe)d] . (20.15)

Hier bedeutet Sp; die Spurbildung tiber das Teilsystem ¢. Fir diese Fragestel-
lungen ist somit die iiber das System 2 gemittelte Dichtematrix

b= gp =33 cnmcn|ln){1n’| (20.16)

n np m

maflgeblich. Deren Quadrat ist

@2 = ZZ chmc:ﬂm ZZ Zcmml C:gml Iln)(lnlllln1>(1n/1|

n n m 71 "‘i m1

* * /

= Z (chmcn’m) (Zcﬂ'mlcn{m1> Iln)(lnll
n,n/,nj m m

Im allgemeinen ist 32#3. Nur wenn die ¢y, die Gestalt

Cum = bndm mit Y |bp)? =1 und Y |dm|? =1
n m

haben, ist 42 = 5. Unter dieser Voraussetzung ist

¥} = <Zn:bnl1,n)> <§dml2,m)> ;
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also das direkte Produkt aus zweil reinen Zustidnden der Unterraume 1 und 2.
Auch aus

§p @2 —_ Z <E CnmC:l/m) (Z Cn'm, C:lml)
n,n’ m mi

sieht man, daB nur unter der genannten Voraussetzung Sp; 42 = 1 ist, wahrend
sonst g die Dichtematrix eines gemischten Ensembles darstellt. Durch Aufler-
achtlassen der Information eines Teilraumes wird aus dem reinen Zustand ein
gemischter. Obwohl sich das Gesamtsystem in dem reinen Zustand (20.13) be-
findet, reprasentiert die Dichtematrix g, mittels derer sich alle Erwartungswerte
von nur das Untersystem 1 betreffenden Observablen ergeben, i.a. ein gemisch-
tes Ensemble.

Projektionsoperatoren

Der Projektionsoperator im Teilraum 2, |2m)(2m|, projiziert auf den Zustand
|2m). Die Anwendung auf den Zustand (20.13) ergibt

) = |2m)(2m|¢p) = Y cam|ln)|2m) . (20.17a)

Bei der Projektion auf den Zustand |2m) wird die Dichtematrix folgendermafien
abgeandert:
|2m) (2m]e|2m) (2m|
Sp(2m|o|2m)

(20.17b)

Falls p ein reines Ensemble reprisentiert, ist dies auch fiir die projizierte Dich-
tematrix der Fall.

Filter kénnen mathematisch durch Anwendung von Projektionsoperatoren
auf die Dichtematrix dargestellt werden.

20.2.2 Von-Neumann-Gleichung

Wir leiten nun die Bewegungsgleichung fiir eine beliebige Dichtematrix (20.9)
her. Aus der Schrédinger-Gleichung

L0 ., 0
malzpi):le/),-) , ~lh§<¢il=(¢i|H
folgt
o= X pil9i) il + W) Ghl) = o S HIe) il — [ (Bl )

also letztlich

0 1
59: —E[H,Q] . (20.18)
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Dies ist die Von-Neumann-Gleichung, welche auch fiir zeitabhingige Hamilton-
Operatoren gilt. Sie beschreibt die Zeitentwicklung der Dichtematrix im Schré-
dinger-Bild. Man beachte, dal die Bewegungsgleichung fiir ¢ auf keinen Fall
mit der Bewegungsgleichung flir Operatoren in der Heisenberg-Darstellung ver-
wechselt werden darf. Jene unterscheidet sich von dieser durch das Vorzeichen
auf der rechten Seite. Die Von-Neumann-Gleichung ist das quantenmechanische
Analogon der Liouville-Gleichung der klassischen statistischen Mechanik.
Aus der formalen Losung (16.4) der Schrodinger-Gleichung

[o(2)) = U(t, to)l(to)) (20.19)

ergibt sich mit (16.5) fiir eine beliebige Ausgangsdichtematrix zur Zeit to aus
(20.18) folgende Losung des Anfangswertproblems

ot) = U(t, to)e(to)U(t,10)T . (20.20)

Satz. Sp ¢? ist zeitunabhingig. Also bleibt ein reiner (gemischter) Zustand rein
(gemischt).

Beweis:
Sp 02(t) = Sp Uo(ta)UTUn(ta)UT = Sp o2(te)

wegen der zyklischen Invarianz der Spur.

Die Dichtematrix in der Heisenberg-Darstellung
olto) = U(t,t0)Te(t)U (%, to) (20.21)

ist zeitunabhéngig.
Der Mittelwert der Observablen A ist in den beiden Darstellungen durch

(4) = Sp(e(t)4) = Sp(e(to)An(?)) (20.22)
gegeben, wo Ay(t) = UT(t,to)AU(t,to) der Heisenberg-Operator ist. Die Zeit-

abhéngigkeit des Mittelwertes kommt im Schrddinger-Bild von der Dichtema-
trix und im Heisenberg-Bild vom Operator.

20.2.3 Spin 1/2-Systeme

Besonders tibersichtlich gestalten sich die Verhaltnisse in niedrig-dimensionalen
Zustandsraumen. Wir betrachten insbesondere Spin 1/2-Systeme. Die Zusténde
), baw.

= ()
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und [|), bzw.

()

sind Eigenzustinde von o;; (0,x+ = £ x+)-
Wir werden je nach ZweckmaBigkeit die Dirac-Notation oder die Spinor-
Darstellung verwenden und erinnern an die Pauli-Spinmatrizen (9.14).
Zunichst besprechen wir Drehungen im Spinraum. Eine Drehung um die
Achse 7o um den Winkel 9 wird durch die unitére Transformation

i Y Y
U =exp l9ho) = lcos—+in-o sin— (20.23)
2 2 2
dargestellt. Tatsdchlich sieht man mit Hilfe von (9.18b)

UoUl =a(r0) - X (A X ¢)cosd+7 X osind . (20.24)

Fir Drehungen um die z-Achse vereinfachen sich (20.23) und (20.24) auf

9 .0 1) . ¥ '

Uz =1 cos 'é'-f-l (1 0)s1n§ und (20.23")
1 0 0 Oz

U,;O'U,].L =(0 cosd —sind oy . (20.24)
0 sind cos ¥ o,

Mit Hilfe der Drehoperation (20.23') konnen wir nun die Eigenzustande von
t- o bestimmen, d.h. die Eigenzustande in Richtung t = (0, —sin 9, cos 9).
Aus (20.24") folgt

Oz
U,t ~0'U;t = (0, —sin ¥, cos 9) (cos Yoy —sin ¥ O'Z) =0, . (20.25)

sind oy +cos Jo,

Wenden wir (20.25) auf x+ an, ergibt sich
Us(ko)Ud xk = ooxt = £ x

und daraus (% ¢1)(U}L X+) == (Ul X+ )-
Die beiden Eigenfunktionen von #- o sind deshalb durch

t. [ cos?/2 . _ (—isind/2
Uax+ = (—isin 19/2) » Usx-= ( cos 9/2 ) (20.26)

gegeben. Wir fithren nun einige Spezialfille an.
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Fir 9 = —n/2 erhalt man die Eigenfunktionen von oy:
1 /1 1 .
X = 75(1) = %(X+ +ix-) ,

xy = \%(i) = :/Li(ix+ + x-)

Analog sind die Eigenfunktionen von o,

a-) - er ()

Eine Drehung um 9 = 27 gibt U = —1 und x — — x. Bei einer Drehung von
360° andert der Spinor das Vorzeichen. Erst bei einer Drehung um 9 = 4«
ist U = +1 und x — + x. Hieran zeigen sich die Spinoreigenschaften der x4,
wiahrend (20.24') den Vektorcharakter von o zum Ausdruck bringt.

Wir kehren nun zurlick zur Dichtematrix und besprechen deren Spin-
Anteil. Wir kénnen dabei konkret Elektronenstrahlen vor Augen haben. Ein
Elektronenstrahl mit Spin T hat die Dichtematrix o1 = |T)(T], ein Elektro-
nenstrahl mit Spin | hat die Dichtematrix o) = |[{){{|. Wenn man die beiden
Strahlen im Verhéaltnis 50 : 50 mischt, ist die Dichtematrix

(20.27a)

e = z(INAT+1HAD - (20.28)
Dies ist tatsachlich ein gemischter Zustand, da
0% =30a - (20.29)

Vergleichen wir damit den reinen Zustand, der sich aus der linearen Superpo-
sition von |T) und ||) zusammensetzt,

1 :
1) =0+ L)) . (20.30)
Die zugehorige Dichtematrix lautet

oo = FUNT+ (L +e7 DU + UKD (20.31)

Im Vergleich zu ¢og kommen hier noch Interferenzterme vor. Wir geben auch
noch die Matrixdarstellung

onm = (n|e|m) (20.32)

mit n,m =T, | fiir die beiden Dichtematrizen (20.28) und (20.31) an:

1/1 0 11 eia
oG = 5 (O 1) ’ Qo = 5 (eia 1 ) . (20.33&,]3)
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Der Unterschied der beiden Dichtematrizen kommt auch in den Erwartungswer-
ten zum Ausdruck, hat also meflbare Konsequenzen. Fiir den reinen Zustand
ist

(Ao = BUCTIAID + (LIAIL) + 2Red (1AL (2034)

wahrend fiir das Gemisch

(A = F(TIAITY + (LIA]L) (20.35)

gilt. In beiden Fallen ist der Mittelwert von o, Null, hingegen ist der Mittelwert
von o, fir den reinen Zustand Reexp {ia} = cos @ und somit fur a#w/2
ungleich Null, wahrend er fiir das Gemisch verschwindet.

In der Dichtematrix und in den Erwartungswerten des reinen Zustan-
des sind Interferenzterme vorhanden. Der Vergleich der beiden Dichtematrizen
zeigt, dafl das Gemisch durch Superposition der pq oder Mittelung iiber die
Phasen entsteht:

1 27
G = 5- /da Oa - (20.36)
0

Polarisation von Spin 1/2-Teilchen

Die allgemeinste Dichtematrix im Spinraum ist
e=3%1+b-0) , (20.37)

da jede 2 X 2-Matrix als Linearkombination der Einheitsmatrix und der Pauli-
Matrizen dargestellt werden kann und Spl = 2 und Spo; = 0. Legen wir b in
die z-Richtung, ist

_1(1+b 0
=3\ 0 1-b
Da (1+£b)/2 Wahrscheinlichkeiten sind, mufl |5} <1 sein. Wann charak-

terisiert o einen reinen Fall? Dazu berechnen wir p? unter Verwendung von

(9.18b):

2
o2 = %(l+2¢7-b+(0'-b)(0'-b))= % (I—Zb -l+a-b)

Ein reiner Fall liegt also fiir [b] = 1 vor. Nun berechnen wir noch den Mittelwert
von o unter Beniitzung von Sp 0;0; = 2§;;

(0:) =Speoi = Sp[§(L+bjoj)oi] = b; . (20.38)

Der Mittelwert von o ist gerade b, der Polarisationsgrad ist durch b = |b|
charakterisiert. b = 0 repréasentiert einen unpolarisierten Strahl und der reine
Zustand mit b = 1 einen vollstandig polarisierten Strahl.
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20.3 Der Mefivorgang

20.3.1 Der Stern-Gerlach-Versuch

Ein Strahl von Atomen oder Elektronen bewege sich durch das inhomogene
Feld eines Magneten. Wegen der Kraft m;(0B,/0z), (1.8), wird der Strahl ent-
sprechend den Werten des magnetischen Moments m, aufgespaltet. Die Ver-
suchsanordnung ist in Abb. 20.2 schematisch dargestellt.

| v

y 2
Quelle S
X

Kollimator Magnet Detektor X

Abb. 20.2. Stern-Gerlach-Versuch, Querschnitt des Magneten in Strahlrichtung

Wir nehmen im weiteren an, dafl der Gesamtdrehimpuls, spater kurz als
Spin bezeichnet, 1/2 ist. Die Bewegung in y-Richtung ist kréaftefrei und kann
absepariert werden. Der verbleibende Hamilton-Operator fiir die Bewegung in
z-Richtung und den Spin in dem starken und inhomogenen Magnetfeld langs
der z-Richtung lautet

2 2 ’
= —2%; + B(z)upo, = —2‘2:; +(B+B'z+ ... )ugo, (20.39)

wobel wir B(z) in eine Taylor-Reihe entwickelt haben. Die Bewegung wird dann
durch die Pauli-Gleichung

. a _ U4
ihsp = HY ¢_< ) (20.40)

U—

bestimmt. Beziiglich der z- Abhéngigkeit ist das Problem &quivalent zum freien
Fall im Schwerefeld

. 0 p2
h—ut = | =% ! . .
iho ust (2m +Bup+ B ,LLBZ> Ut (20.41)

Die Ortswellenfunktion sei vor dem zur Zeit ¢ = 0 erfolgenden Eintritt in das
Magnetfeld ein um die z-Achse konzentriertes Wellenpaket f(z), dann ist sie
zur Zeit t ndherungsweise

ut(z,t) = f(z £ Ct2)eFlot | (20.42)
T(l) wird nach unten (oben) abgelenkt. Die Konstante
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B'up
= — 20.
c==H (20.43)

entspricht ¢/2, der halben Erdbeschleunigung, im Fall des Schwerefeldes und

o= Bug/h . (20.44)

20.3.2 Quasiklassische Losung

Wenn auch fiir das weitere die genaue Herleitung von (20.42) nicht wichtig
ist, schieben wir doch ein, wie diese klassische Bewegung aus der Schrodinger-
Gleichung folgt. Wir gehen von der WKB-Losung fiir ein allgemeines Potential
V(z) aus. Die stationdren Zusténde zur Energie E sind

exp {:i: -711— /dz\/2_m(E——V(z)) - iEt/h} . (20.45)

Wir bilden ein Wellenpaket aus Zustinden verschiedener Energie. Die Phasen
sind stationar fiir

0= a% (+ /dz 2m(E — V(2)) - Et)

=+ /dz,/z(—E_mV—(z))—t. (20.46)

Fir E hat man noch die Stelle des Maximums des Wellenpakets einzusetzen.

Also folgt die klassische Bahn, denn aus der klassischen Mechanik weil man
mi?

2
b=tV + B2

dz
J o=+ | v

Die quasiklassische Naherung trifft umso besser zu, je schwerer das Teilchen
und je grofler die Energie ist.

+V(z)=E (20.47)

(20.48)

20.3.3 Stern-Gerlach-Versuch als idealisierter Meflivorgang

Wir wollen jetzt den Stern-Gerlach-Versuch als Modell fiir den Mefivorgang
in der Quantenmechanik verwenden. Dabei ist das Meflobjekt der Spin des
Teilchens und der Meapparat ist die Position des Teilchens nach Passieren des
Feldes. Aus (20.42) wissen wir

fur T ist z2<0 , fir | ist 2>0
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Dieser Apparat, dessen Zeiger die z-Koordinate des Teilchens ist, ist also geeig-
net, T und | zu unterscheiden und tber die Starke der Ablenkung auf die Grofle
des Moments zu schlieBen. Dafiir, daf} sich die z-Koordinate des Teilchens als
Zeiger des Mefinstruments eignet, ergibt sich die Bedingung, da§ die Ablen-
kungen makroskopisch unterscheidbar sein miissen. Formal bedeutet dies, daf
die Uberlappung von f(z+C#%) und f(z—Ct2) in (20.42) vernachlissigbar sein
muf. Nachdem wir so den Apparat geeicht haben, konnen wir nun allgemeine
Zustdnde untersuchen.
Fir den Anfangszustand

1
¥(z,0) = 7§(X+ +x-)f(2) (20.49)
ist der Zustand nach Durchlaufen des Feldes
b(z,t) = % (x45(z + CR)e 4 x_f(z = CiD)eiet) . (20.50)

Die Polarisation und der Zeiger sind verkoppelt. Keiner von beiden ist in einem
Eigenzustand. In der Basis der Zustande |z)|%) ist die Dichtematrix

0220 = (£l (2l¥(O) (¥(B)])|E) (20.51)
des Zustandes (20.50) durch
1 f(z + C2)f(z" + Ct2)* f(z 4+ CtA)f(2 — Ct2yrei2at
Qzz = 5 f(z— Ct2)f(z' + CtZ)*eﬂat f(z— Ctz)f(z' _ Ctz)* )

(20.52)
gegeben.

Messung von Spin-Observablen: Nachdem das Spin 1/2-Teilchen die Stern-
Gerlach-Apparatur passiert hat, werde sein Spin gemessen. Die Messung kann
erfolgen (i) ohne Beachtung der Zeigerstellung z, (ii) fir eine bestimmte Zei-
gerstellung z.

(1) Falls man die Zeigerstellung nicht beachtet, ist p d4quivalent zu

0= /dz<z|elz) =%<(1) 2) , (20.53)

wobei das zweite Gleichheitszeichen aus der Nichtiiberlappung der Zeiger-Wel-
lenfunktionen f(z + Ct2) und f(z — C#?) folgt. Fiir eine Observable F(o), die
nur von Spin-Operatoren abhéngt, ist

Sp(eF(@)) = Sp(eF(@)) - (20.54)

Die Dichtematrix ¢ entspricht einer gemischten Gesamtheit (siehe (20.33a)).
Die reine Gesamtheit (g) geht in die gemischte Gesamtheit (§) tiber.
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(ii) Herausfiltern einer ,Zeiger“einstellung: Nun betrachten wir nur die
Teilchen mit Zeigerstellung ,positives z“, d.h. wir bilden

7 1(0 0
pe= /dzg” =3 (0 1)
0
Wegen der Normierung ist dann die Dichtematrix

(g (1)) =g . (20.55)

Die Teilchen, die nach oben abgelenkt werden, haben die Spin-Wellenfunktion
1)

Fiir den Mefwert ,Teilchen oben® (Spin negativ) geht der Zustand in ||)
iiber. Dies ist in Ubereinstimmung mit Aziom 5, welches frither aus der Wie-
derholbarkeit des Experiments — mit gleichbleibendem Ergebnis — postuliert
wurde.

Die Tatsache, dal die zu einer bestimmten Zeigerstellung abgefilterten
Teilchen in dem dem Mefiwert entsprechenden Eigenzustand sind, nennt man
Reduktion der Wellenfunktion. Auch den Ubergang von ¢ zu § bezliglich aller
den Spin betreffenden Observablen kann man als Reduktion der Wellenfunktion
bezeichnen. Die Dichtematrix g (20.53) beschreibt ein Ensemble, das zu jeweils
50% in den Zustdnden |T) und ||) ist. Wenn N Teilchen diesem Stern-Gerlach-
Versuch unterworfen wurden, sind sie bezliglich ihrer Spineigenschaften vollig
aquivalent zu N /2 Teilchen im Zustand |1) und N /2 Teilchen im Zustand |]).

20.3.4 Allgemeines Experiment

Wir untersuchen nun ein allgemeines Experiment. Es seien O das Objekt und
A die Apparatanzeige. Zur Zeit t = 0 moge der Zustand des Gesamtsystems
aus Apparat und Objekt

[%(0)) = >_cn|O,n)|4) (20.56)

vorliegen. Die |0, n) sind Objektzustande und |A) der (metastabile) Ausgangs-
zustand des Apparats. Zu einer spiteren Zeit t nach Wechselwirkung des Ob-
jekts mit dem Meflapparat ist der Zustand

[%(t)) = 3_cnlO,n)|A(n)) (20.57)
n
realisiert, wobei die |A(n)), n = 1,2, ..., makroskopisch unterscheidbar sein
miissen. Die Dichtematrix fiir den (reinen) Zustand (20.57) ist
o(t) = Y (¥(®)] . (20.58)
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Wenn wir den Mef3wert nicht ablesen, ist die Dichtematrix fiir Observable, die
das Objekt O betreffen

AS(T%Q(t) =3 leal?|O,n)(0,n] . (20.59)

é =
Hier geht die Nichtiiberlappung der makroskopisch unterscheidbaren Zeiger-
einstellungen ein, (A(n}|A(m)) = 6pm. Falls wir nicht ablesen, entsteht somit
beziiglich O ein Gemisch.

Wenn wir andererseits einen bestimmten Wert ablesen, z.B. A(m), ist die
Dichtematrix fiir das weitere

|0,m){0,m| . (20.60)

Die ;Nahrscheinlichkeit, den Apparatwert A(m) zu messen, ist nach (20.57)
lem|”

Man bezeichnet den Sachverhalt, daff sich bei einer Messung mit Ergeb-
nis A(m) die Dichtematrix von (20.58) in (20.60) &ndert, als Reduktion des
Wellenpakets (Zustands).

Nun wollen wir noch berlicksichtigen, dal Objekt und Apparat nie von der
Umgebung véllig isoliert sind, und nehmen als Variable Z alle weiteren makro-
skopischen Konsequenzen, die an die Apparatanzeige A ankoppeln, hinzu. Der
Anfangszustand ist dann

[%(0)) = 3 _cnlO,n)|A)|Z) (20.56")

und dieser entwickelt sich nach Durchgang durch die Apparatur in

[%(1)) = 3 _enlO,n}A(n))|Z(n)) (20.57")

i) Lesen wir Z nicht ab, was in der Praxis immer passiert, da wir nicht alle
makroskopischen Konsequenzen verfolgen konnen, ist die Dichtematrix
das Gemisch

8 =3 lenl’|A(n))|0,n)(O, nl{A(n)| . (20.61)

n

Das Teilsystem Objekt + Apparat befindet sich also in einem gemischten
Zustand. N derartige Teilsysteme verhalten sich so wie N |c1|2 Teilsys-
teme im Zustand |0, 1)|A(1)), N |cg|? Teilsysteme im Zustand |0, 2)| A(2)),
RN N|cn|2 Teilsysteme im Zustand |O,n)|A(n)), ...

ii)  Lesen wir auch A(n) nicht ab, ist § Aquivalent zu

0= Z |Cn|2|0a n><07n|

n

iii) Lesen wir A(n) ab, dann ist die Wahrscheinlichkeit, die Anzeige A(m) zu
finden,
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OS’g(IA(m»(A(m)Ié) = |em|?

Und in diesem Fall ist die Dichtematrix fir das weitere
|A(m)) O, m){O, m|{A(m)]

Von da an spielt es keine Rolle, wenn wir nun von A absehen. Die
Spurbildung iiber A(m) ergibt fiir die Observable O als Dichtematrix
|0, m){0,m|.

Das Kernproblem in der Theorie des Mefiprozesses ist die Reduktion der
Wellenfunktion und insbesondere die Frage, zu welchem Zeitpunkt diese statt-
findet. Besonders drastisch wird diese Problematik illustriert anhand ,,Schro-
dingers Katze*: Eine Katze werde durch ein |])-Teilchen getétet, durch ein
|1)-Teilchen nicht. Ein Teilchen im Zustand (|T) 4+ ||)) treffe nach Passieren ei-
ner Stern-Gerlach-Apparatur auf die Katze. Dabei geht der Zustand des Spins
und der Katze iiber in |]) |tote Katze) + ||) |lebende Katze), einem reinen
Zustand. Wann entscheidet sich, ob die Katze tot oder lebendig ist? Erst wenn
der Beobachter den Kifig der Katze offnet? — Es wire dann eine objektive
Aussage, unabhingig vom BewuBitsein des Beobachters nicht mdoglich. — Was
folgt, wenn man den Beobachter selbst in die quantenmechanische Beschrei-
bung miteinbezieht?

Nach der eben dargestellten Betrachtungsweise ist die Katze (samt dem
oben nicht erwdhnten Tétungsmechanismus) in Verbindung mit anderen ma-
kroskopischen Objekten. Diese werden in den beiden Endzustdnden unter-
schiedlich beeinfluBit, so dafl ihre beiden Wellenfunktionen nicht iberlappen.
Fir das weitere werden diese makroskopischen Konsequenzen nicht registriert,
es wird iiber sie die Spur gebildet. Der Endzustand der Katze wird beschrie-
ben durch ein Gemisch von Zustdnden entsprechend toter Katze und lebender
Katze; d.h.: die Katze ist entweder tot oder lebendig und nicht im reinen Zu-
stand |tot) + |lebend), in welchem noch beide Moglichkeiten enthalten wéren.

Damit ist der wesentliche Teil der Ausfithrungen tiber den Mefprozef ab-
geschlossen; der Rest dieses Abschnitts und die beiden folgenden geben lediglich
einige ergénzende Erlauterungen. Um den MeBvorgang und dessen Einwirkung
weiter zu analysieren, kehren wir wieder zum Stern-Gerlach-Experiment zurtick
und betrachten folgende Zusatzanordnung. Wir fithren die Atomstrahlen, nach-
dem sie die Stern-Gerlach-Anordnung passiert haben, durch eine komplizierte
Feldanordnung wieder so zusammen, dafl die Deformation und das Zerflieflen
der Wellenfunktion wieder aufgehoben wird, d.h. es entsteht der Zustand

F(2)(c1€% x4 + caeP-x_) (20.62)
also im wesentlichen wieder die Ausgangswellenfunktion bis auf die nicht ange-

schriebene freie Bewegung in y-Richtung. Die eingefligten Phasen ¢4+ charak-
terisieren Wegunterschiede.
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Nun koénnen wir in dem Gebiet, in dem die Strahlen + und — makro-
skopisch getrennt sind, ein reales Mefigerdt anbringen, dessen Zeiger Z durch
eine Wechselwirkung U(z — Z) auf z reagiert, so dafl positives (negatives) z zu
positiven (negativem) Z fiihrt. Dann haben wir als Ausgangszustand

[Ya) = f(z)(c1x+ + c2x-)|Z =0) (20.63)
als Zwischenzustand

) = e1x 1 f(z + CE)|Z = —1) +eox—f(z = C)|Z = +1) , (20.64)
und als Zustand nach Passieren der gesamten Anordnung

e} = F(2)(c1x+€¥+]|Z = 1) + cox—€¥~|Z = +1)) . (20.65)

|Z = 0) und |Z = £ 1) beschreiben die Zeigereinstellungen.
Wir konnen nun die folgenden beiden Situationen vergleichen:

I Wir schalten die Kopplung an das Mefigerit Z an und erhalten den End-
zustand (20.65).

II) Wir schalten die Kopplung an das Mefigerat Z ab und erhalten den End-
zustand (20.62), multipliziert mit |Z = 0).

Die resultierenden Dichtematrizen sind ganz unterschiedlich. Der Zustand
(20.65) ist zwar ein reiner Zustand; fir alle das Elektron allein betreffen-
den Aussagen ist er aber aquivalent zu einem Gemisch. Dies liegt an der
Nichtiiberlappung der makroskopischen Zustinde |Z = %+ 1). In der Situa-
tion II sind sowohl der Gesamtzustand wie auch der Zustand des Atoms reine
Zustande. In der Situation I ist der Endzustand des Gesamtsystems Atom -+ Zei-
ger (charakterisiert durch Spin, z und Z) ein reiner Zustand, hingegen wird die
Dichtematrix des Untersystems (Spin, z) eine gemischte, sofern nicht ¢; oder
¢ verschwinden.

Offenkundig liegen, je nachdem ob die Wechselwirkung U(z ~ Z) zwischen
System und Zeiger eingeschaltet ist oder nicht, unterschiedliche physikalische
Situationen vor. Auch wenn wir das Ergebnis nicht ablesen, so beeinflufit U
doch das Atom-System.

20.3.5 Phasenrelationen beim Stern-Gerlach-Experiment

Es wurde frither darauf hingewiesen, da8 der Ubergang der Dichtematrix ei-
ner reinen Gesamtheit in die einer gemischten einer Mittelung {iber die Phasen
entspricht. Wir wollen nun den Stern-Gerlach-Versuch gréS8enordnungsmafig
analysieren, um ein qualitatives Vestandnis dafiir zu erlangen, wieso die Pha-
senrelationen zwischen den Spin-oben- und Spin-unten-Komponenten verloren
gehen. Wir betrachten einen Strahl der Geschwindigkeit v und der Breite b, der
im Feld der Stern-Gerlach-Anordnung aufgespaltet wird. (Siehe Abb.20.3.)
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} Abb. 20.3. Ablenkungswinkel
beim Stern-Gerlach-Versuch

£

t

Der Ablenkungswinkel des oberen der beiden Atomstrahlen ist nach klas-
sischer Rechnung

_ uBB/t2 _ upB't
T 2mot 2p

Die Verbreiterung des Wellenpakets in z-Richtung nach der Zeit ¢ ist aufgrund
von (2.12) und (2.16) Az ~ ht/bm. Deshalb sind die Unschérfen des Winkels
der Strahlen
Az h
A —- —  — 2 -6
L bp '’ (20.66)

entsprechend einer natiirlichen Streuung von Ap & A/b.

Die Bedingung, dafl die beiden Atomstrahlen separierbar sind, ist ¢ > Ap.
Daraus folgt die Ungleichung

upB'th

1 - (20.67)

Der ortsabhéangige Teil der Larmor-Energie ist durch ugB’z gegeben. Wenn
wir darin fir z die Breite des Strahls b einsetzen und mit ¢/A multiplizieren,
erhalten wir die Unsicherheit der Phase der exp {iEt/h}-Abhangigkeit der Wel-
lenfunktion:

upB’'bt
Aa = 2B
“ 3

Zusammen mit der vorhergehenden Ungleichung ergibt sich
Aa>2 (20.68)

die Phasenrelationen werden véllig verwischt.?

2 Das hat zur Folge, daB selbst dann, wenn man durch eine zusitzliche Anordnung die
beiden Teilstrahlen wieder langs der y-Achse vereinigte (ohne die Verbreiterung aufzuheben,
so daB8 dabei nicht der Zustand (20.62) resultiert), fir Spin-Messungen die Dichte-Matrix
aquivalent der eines Gemisches ist. Und zwar nicht wie in (20.53) wegen der Nichtiiberlappung
der Teilwellen, sondern weil bei der z-Integration effektiv liber alle Phasen gemittelt wird
(vergl. (20.36)).
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20.3.6 Die Zeitentwicklung bei Durchgang durch
zwel Stern-Gerlach-Apparate?

Zur weiteren Verdeutlichung der Riickwirkung des Experiments auf das Objekt
betrachten wir noch folgendes Gedankenexperiment. Wir schalten zwei Stern-
Gerlach-Apparaturen hintereinander (Abb. 20.4). Der Anfangszustand der Ato-
me des Atomstrahls sei |a), ein Basissystem fiir die Endzusténde sei |e) und ein
Basissystem fiir die Zwischenzustande |c). Wir bestimmen nun die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit in den Endzustand |e), indem wir diese darstellen durch die

Ubergangsamplituden Ugi) und Uc(z) von |a) nach |¢) und |¢) nach |e).

SG, s6,
la> \ V le>
— - Abb. 20.4. Hintereinandergeschaltete Stern-Gerlach-
/\ /\ Apparaturen SG; und SG»

Fir ein isoliertes System ist die I"Jbergangswahrscheinlichkeit
2
Pl .=

a—e

, (20.69)

S udvp

denn es gilt Y, UscUce = Uge im isolierten System.
Andererseits konnte man sagen, die Ubergangswahrscheinlichkeit ist das

Produkt der Wahrscheinlichkeiten |U,gi) |2 |U 0(3 ) |2, summiert liber alle Zwischen-
zustdnde c:

PII

a-—e€

=S (20.70)

Die Wahrscheinlichkeiten (20.69) und (20.70) entsprechen unterschiedlichen Ex-

perimenten. Péll),e: Hier wird im Zwischengebiet gemessen, das bringt unbe-
kannte Phasenfaktoren exp {i¢.}, iiber die gemittelt werden mufl.

1. Experiment. Zwischen SG; und SGg bleiben die Atome ungestort. Es gibt
keinerlei Kopplung an die AuBenwelt, die Ubergangswahrscheinlichkeit ist P} _ ,
aus (20.69).

2. Experiment. Zwischen SG; und SGq findet eine Beeinflussung der Atome
statt, die eine Feststellung des stationdren Zustandes erméglicht; das Resul-
tat der Messung wird jedoch nicht registriert, es entsteht ein Gemisch. Die
Ubergangswahrscheinlichkeit ist P, aus (20.70).

a—e€

3. Experiment. Zwischen SG; und SGo findet eine Beeinflussung der Atome
statt, die eine Feststellung des stationéren Zustandes erméglicht. Nehmen wir
an, man findet c¢. Die Wahrscheinlichkeit fur Zustand e hinter SG9 ist dann

durch !Uc(e2 ) |? gegeben.

3 W. Heisenberg: Die Physikalischen Prinzipien der Quantentheorie (Hirzel, Leipzig 1930)
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20.4 EPR-Argument, Versteckte Parameter,
Bellsche Ungleichung

20.4.1 EPR-(Einstein, Podolsky, Rosen)-Argument

Der nichtdeterministische Charakter der Quantenmechanik ist der an klassi-
schen Vorgingen geschulten Vorstellung fremd*. Es hat deshalb immer Versu-
che gegeben, die Quantentheorie durch eine statistische Theorie zu ersetzen.
Danach giabe es verborgene Parameter, durch die fiir jedes einzelne Objekt alle
Observablen tatsdchlich festgelegt wiren. Nur waren dem Experimentator die
Werte der verborgenen Parameter nicht bekannt, woraus der Wahrscheinlich-
keitscharakter resultierte. Der Wahrscheinlichkeitscharakter der Quantenme-
chanik wire dann ganz analog dem der klassischen statistischen Mechanik, wo
auch im Prinzip die Bewegung aller Teilchen als bekannt vorstellbar ist. Be-
trachten wir beispielsweise ein Teilchen mit dem Spin 1/2 im Eigenzustand von
Sg mit Eigenwert A/2. Dann ist nach der Quantenmechanik die z-IKKomponente
nicht festgelegt. Mifit man diese an N derartigen Teilchen, ergibt sich zu 50 %
der Wert %/2 und zu 50 % —h /2. Nach der Vorstellung von verborgenen Para-
metern wire fur jedes einzelne Teilchen durch einen uns nicht bekannten Para-
meter festgelegt, ob +#//2 oder —%/2 resultiert. Diese verborgenen Parameter
wiirden zu jeweils 50 % die Werte & h/2 vorschreiben.

Einstein bemiihte sich, durch eine Reihe von Gedankenexperimenten die
Unvollstandigkeit der quantenmechanischen Beschreibung zu demonstrieren
und den Indeterminismus und die Unscharferelation zu umgehen. Diese Ar-
gumente wurden von Bohr widerlegt.

Eine zentrale Rolle in der Diskussion des Indeterminismus und der Existenz
von verborgenen Parametern gewann dabei eine Argumentation, gelegentlich
auch als Paradoxon apostrophiert, von Einstein, Podolsky und Rosen (EPR),
der wir uns im folgenden, in der Neuformulierung von D. Bohm, zuwenden
wollen.

Zwei Spin 1/2-Teilchen im Singulettzustand,

10,0) = \%(mm — I (20.71)

moégen von einer Quelle emittiert werden und sich voneinander wegbewegen.
Auch wenn die beiden Teilchen beliebig weit voneinander entfernt sind und

4 Einstein driickte seine Ablehnung des quantentheoretischen Indeterminismus durch den
Ausspruch ,Gott wurfelt nicht“ aus. Ein anderer, oft zitierter Ausspruch, der Einsteins Ab-
lehnung der Tatsache, dafl der Wert einer nichtdiagonalen Observablen erst durch das Ex-
periment festgelegt wird, widerspiegelt, ist die Frage: ,Ist der Mond da, wenn man nicht
hinschaut?“

Selbst Schrédinger, einer der Begrinder der Quantentheorie, der eine klassische Kon-
tinuumstheorie der Mikrowelt konstruieren wollte, war von der Wahrscheinlichkeitsinterpre-
tation unbefriedigt: ,Wenn es bei dieser verdammten Quantenspringerei bleiben soll, so be-
dauere ich, mich mit der Quantentheorie uberhaupt beschaftigt zu haben.
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nicht mehr miteinander kommunizieren kénnen, findet man im Zustand (20.71)
folgende Korrelationen bei Messung der Einzelteilchen-Spin-Zusténde: Mifit
man die z-Komponenten der Spins und findet bei Teilchen 1 Spin nach oben,
so ergibt sich dann bei Teilchen 2 Spin nach unten. Findet man bei Teilchen
1 Spin nach unten, so ergibt sich dann bei Teilchen 2 Spin nach oben. Mifit
man stattdessen S;, dann impliziert +%/2 bei Teilchen 1 den Wert —k/2 bei
Teilchen 2 und so fort.

Es kommt hier die Nichtlokalitat der Quantentheorie zum Ausdruck. Das
Experiment am Teilchen 1 beeinfluit den Ausgang des Experiments am Teil-
chen 2, obwohl dieses weit separiert ist. Die Nichtlokalitat ist eine Folge der
Existenz von korrelierten Vielteilchenzustanden wie zum Beispiel dem direkten
Produkt {1)|]) und der linearen Superponierbarkeit von derartigen Zusténden.
Die Nichtlokalitat der Quantenmechanik fihrt zu keinen Widerspriichen zur
Relativitdtstheorie. Zwar ist bei einer Messung einer Spin-Komponente von
Teilchen 1 sofort bekannt, welchen Wert die gleiche Komponente von Teilchen
2 besitzt, aber es lait sich dadurch keine Information iibertragen. Da sich bei
Teilchen 1 mit jeweils 50 % einer der beiden Werte % /2 ergibt, bleibt dies
auch so fiir Teilchen 2, auch nach der Messung bei 1. Nur durch nachherigen
Vergleich kann die Korrelation festgestellt werden.

Einstein, Podolsky und Rosen® haben an das EPR-Gedankenexperiment
folgende Argumentation zugunsten von verborgenen Parametern angekniipft:
Durch die Messung von S, oder Sz an Teilchen 1 sind S; oder S; von Teilchen
2 bekannt. Wegen der Separation der Teilchen hat keine Beeinflussung von
Teilchen 2 stattgefunden, deshalb miissen die Werte von S,, S; usw. schon vor
dem Experiment festgelegen haben. Also miisse es eine vollstandigere Theorie
mit verborgenen Parametern geben. In der EPR-Argumentation werden zwar
die Konsequenzen des quantenmechanischen Zustandes (20.71) beniitzt, aber
es wird die inhérente Nichtlokalitit der Quantentheorie negiert.

Es ist hier nicht der Platz, auf die verschiedenen Stadien der Theorien von
verborgenen Parametern, verkniipft mit dem von Neumannschen Gegenbeweis
und der Bohmschen Neuformulierung der Theorie der Fiihrungswellen, einzu-
gehen. Wir verweisen den interessierten Leser auf das Buch von Baumann und
Sexl®.

Wir werden im weiteren lokale verborgene Parameter betrachten. Diese
wiirden festlegen, welchen Wert jede der Komponenten von S von Teilchen 1
besitzt und genauso von Teilchen 2. Jedes der Teilchen wiirde diese Information
unbeeinflut vom anderen mit sich fiithren.

5 Die urspriingliche Argumentation von EPR bezieht sich nicht auf Singulettzustinde,
sondern auf zwei, etwa durch einen Zerfall entstehende, gleiche, in entgegengesetzter Richtung
mit entgegengesetzt gleicher Geschwindigkeit auseinanderlaufende Teilchen. Mifit man bei 1
den Ort und findet z, dann hat 2 den Ort —z. Miit man bei 1 den Impuls p, dann besitzt
2 den Impuls —p. Auch hier liegt weder fir 1 noch fir 2 der Ort und der Impuls fest, aber
es gibt eine nichtlokale Verschrankung der Werte fiir Teilchen 1 und 2. Die Bedeutung der
neu formulierten Variante des EPR-Gedankenexperiments besteht in der experimentellen
Realisierung und der Uberpriifbarkeit der Existenz von verborgenen Parametern.

6 K. Baumann, R.U. Sex|: Die Deutungen der Quantentheorie (Vieweg, Wiesbaden 1984)
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20.4.2 Bellsche Ungleichung

Wir zeigen, dafl derartige lokale, verborgene Parameter zu anderen Ergebnissen
fiihren als die Quantenmechanik. Und dann vergleichen wir mit dem Experi-
ment.

Wir betrachten dazu ein Korrelationsexperiment, bei dem ein Teilchen
mit dem Gesamtspin Null in zwei Teilchen mit dem Spin 1/2 zerfallt. In einem
geniigend groBlen Abstand von der Quelle sind je ein drehbarer Polarisator
und ein Detektor angeordnet (s. Abb. 20.5), so daf§ die Teilchen registriert und
auf eine Korrelation der Spinorientierung hin untersucht werden koénnen. Der
Polarisator 1 mit der Winkeleinstellung o lait Teilchen 1 nur passieren, wenn
sein Spin in Richtung o den Wert +%/2 besitzt, und der Polarisator 2 mit der
Winkeleinstellung S 148t Teilchen 2 nur passieren, wenn sein Spin in Richtung
B den Wert +%/2 besitzt. Zwei Detektoren 1 und 2 registrieren die Teilchen,
wenn sie ansprechen, ist der Spin positiv, sonst negativ.

Wir betrachten die Korrelation zwischen verschiedenen Winkeleinstellun-
gen des Polarisationsexperiments.

Ein Ma8 fiir die Korrelation ist N(a; 3), definiert durch die relative Zahl
der Versuchsausgénge mit Teilchen 1 bei Winkel « positiv und Teilchen 2 bei
Winkel 8 positiv.

Die Quantenmechanik ergibt

N(a; ﬂ) = <070|60'1 "fla,150'2 'ﬁ,g,ll()?o)
= (0,013(1 + o1+ fia) §(1 + o2+ 72)[0, 0)
2 B«
2 b
da (0,0|¢1]0,0) = 0 im Singulettzustand |0, 0) ist.

Wenn tatsachlich verborgene Parameter in der Natur vorlagen, konnten
wir N(a;8) durch folgende Summe darstellen:

N(a; B) = N(av; 8) + N(a;78) - (20.73)

Dabei ist N(avy; 8) die Zahl der Teilchenpaare, bei denen Teilchen 1 bei den
Winkeln o und v positiven und bei 3 negativen Spin hat, und N(a; 87y) die Zahl

et
2  Quelle 1
Dy
Py

Abb. 20.5. EPR-Korrelationsexperiment, mit Quelle, zu den Strahlen senkrecht stehenden
Polarisatoren P; und P;, Detektoren D; und D,

1 L. 1 .
= Z(l — g fig) = 5 sin (20.72)

D2
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der Teilchenpaare, bei denen stattdessen Teilchen 1 bei v negativen Spin hat.
Bei Theorien mit verborgenen Parametern sind alle diese Angaben vorhanden.
Nun gilt N(avy; 8) <N(v;8), da N(v,8) = N(av;8) + N(v,B8a) und beide
Grofen rechts nicht negativ sind, und ebenso N(a;v8) < N(a;~). Damit folgt
aus (20.73)

N(a; B) < N(ayy) + N(%; 8) - (20.74)

Das ist eine einfache Variante der Bellschen Ungleichung.

Wir berechnen nun N(a; ), N(a;+), N(v;8) fir die drei Winkel a = 0,
v = 45°, 8 = 90° nach der quantentheoretischen Formel (20.72): (1/2) sin? 45°,
(1/2) sin? 22.5°,(1/2) sin? 22.5°. Eingesetzt in die Bellsche Ungleichung (20.74)
ergabe sich fiir diese Wahrscheinlichkeiten die Ungleichung

sin? 45° <2 sin? 22.5°

bzw. 0.5 <0.29, die offensichtlich verletzt ist. Daraus folgt, daB Quantenmecha-
nik und lokale verborgene Parameter unvertriglich sind. Experimentell wurde
die Verletzung der Bellschen Ungleichung von Aspect et al. nachgewiesen, siehe
Abb.20.6 (nach d’Espagnat). Das Experiment entscheidet fiir die Quantenme-
chanik und gegen lokale verborgene Parameter.

T T T T T L
0 ~ —
-05—
Bellsche ___
Ungleichung
-05 -

Korrelation

\ .
-0.75 Quantenmechanik

Abb. 20.6. Korrelation Quantenme-
chanik und Bellsche Ungleichung (nach
1 i 1 1 d’Espagnat)
0° 30° 60° 90°
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Anhang

A. Mathematische Hilfsmittel zur Losung
linearer Differentialgleichungen

A.1 Fourier-Transformation

Sei f(t) stetig, mit hochstens endlich vielen Unstetigkeitsstellen 1. Art (d.h.
f(t +0) und f(t — 0) existieren) und

oo
[ atlsl<oo
—0C
Dann existiert die Fourier-Transformierte
oo
fwy= [ ateti) (A1)
—O0

und deren Umkehrung ergibt

© f(t) an Stetigkeitsstellen
e flw) = { F(FE+0)+ f(t - 0) (A2)

—0o an den Unstetigkeitsstellen.

A.2 Delta-Funktion und Distributionen

Dieser Abschnitt soll ein heuristisches Verstandnis der 6-Funktion und anderer
mit ihr zusammenhéngender Distributionen vermitteln und die wesentlichen
Elemente der zugrundeliegenden mathematischen Theorie andeuten.
Definition einer ,Testfunktion® F(z),G(z), ...: Alle Ableitungen existie-
ren und verschwinden im Unendlichen stérker als jede Potenz von 1/|z|, z.B.:

exp { — 22}. Zur heuristischen Einfithrung der é-Funktion gehen wir aus von
(fiir beliebiges F(z))

[e o] d o0
_2_“7‘: e—lw:l: / dz'elwle(m') ,

— o0 -0

F(z) =

und vertauschen die Reihenfolge der Integrationen, ohne die Zulassigkeit dieser
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Operation zu untersuchen:
o0 e e} d oo
- / ! QW iw(z'—x) _ ! ! r_
F(z) / dz' F(z') / e / dz' F(2")8(z' - )
-0 —0Q -0

Daraus lesen wir ab

b Co T
/ %e“"(z %) = §(z' —z) = {0 fir 2" #2 . (A.3)

oo fur 2’ ==z

Diese ,Funktion“ von ' hat also die Eigenschaft, fiir alle '#z zu verschwinden
und fiir ' = z den Wert Unendlich anzunehmen, wie in Abb. A.1 schematisch
dargestellt. Sie stellt also fiir Integrale das Analogon dar zum Kronecker-6 fiir
Summen

S Kpibpp = Kn

n’!

Die Diracsche §-Funktion ist keine Funktion im iiblichen Sinn. Um ihr einen
prazisen Sinn zu geben, betrachten wir statt des obigen Integrals (A.3) eines,
das existiert. Wir konnen entweder die Grenzen des Integrals nur bis zu einem
endlichen Wert gehen lassen oder eine im Unendlichen abfallende Gewichtsfunk-
tion einfithren. Demgemaf definieren wir die durch n parameterisierte Funk-
tionenfolge

(e o]

bn(z) = / g—:exp {iw:c - %|w|} = % ;2% (A 4a)

-0

mit folgenden Eigenschaften:

oo firz=0

I lim 6 = A.4b
(D) lim dn(z) {0 fiir o0 (4-40)

b
()  lim_ / dz 6n(2)G(z) = G(0) . (A.4c)

—a

six-x) 4

X =X' Abb. A.1. Zur é-Funktion, schematische Darstellung zu (A.3)
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Beweis von II:

e (2) =co ] ks -co

—an

Wir definieren daher die §-Funktion (Distribution) durch

b b
/ dz §(2)G(z) = lim_ / dz $(2)G(z) . (A.5)

Diese Definition legt folgende Verallgemeinerung nahe.
Gegeben sei eine Funktionenfolge dy, (), deren Limes fiir n — oo nicht not-
wendigerweise eine Funktion im {blichen Sinn ergibt. Es existiere

nl_i_'moo /d:c dn(z)G(2)
fiir jedes G. Dann definiert man die Distribution d(z) iiber
/ dz d(2)G(z) = lim_ / dz dn(2)G(z) . (A.6)

Die Verallgemeinerung (A.6) gestattet es, weitere wichtige Definitionen fiir Dis-
tributionen einzufiihren.

i) Definition der Gleichheit zweier Distributionen: Zwei Distributionen sind
gleich
a(z) = b(z) , (A.7a)

wenn [ dz a(z)G(z) = [dz b(z)G(z) fir jedes G(z).

ii)  Definition der Summe zweier Distributionen:
c(z) = a(z) + b(z) (A.7b)

c(z) ist definiert durch cy(z) = an(z) + bn(z).
iii)  Definition der Multiplikation einer Distribution mit einer Funktion F(z):

d(z)F(z) ist definiert durch dn(z)F(z) . (A.7¢)
iv)  Definition einer affinen Transformation:

d(az + f) ist definiert durch dp(az+ ) . (A.7d)
v)  Definition der Ableitung einer Distribution:

d'(z) ist definiert durch d(z) . (A.7e)

Aus diesen Definitionen ergibt sich, da§ fiir Distributionen die gleichen li-
nearen Rechenoperationen gelten wie fiir gewohnliche Funktionen. Es ist nicht
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moglich, auf natiirliche Weise das Produkt zweier beliebiger Distributionen zu
definieren.

Eigenschaften der 6-Funktion:

/ dz 6(z — 29)F(z) = F(zo) (A.8)
/ dz 6'(¢)F(z) = —F'(0) (A.9)
§(z)F(z) = 8(z)F(0) (A.10)
§(za) = |i_|6(x) . (A.11)

Anmerkung: Beweis von (A.11):

/dz&(xa)F(w) =nleoo dm&n(za)F(z)=n&mw / dz bn(z|a])F(z)

il

oo
lim — /dy&n(y)F Y ) = L p
n=eofa] J lal )~ lal

8(f(z)) = Z |f’(1_$z)|6(w —x;) , x; einfache Nullstellen von f

(A.12)

Aus (A.10) und (A.11) folgen

eb(z) = 2%6(z) = ... =0 (A.13)

§(—z)=6(z) . (A.14)
Fourier- Transformierte der §-Funktion:

o0

/ dz e “P§(z) =1 . (A.15)

-0
Dreidimensionale é-Funktion:

(@ —a') = §(x) — z4)6(zg — h)6(z3 — z5) . (A.16a)
In Kugelkoordinaten:

5(3)(::: —-z') = %6(7” —1")é(cos 9 —cos 9)é(p —¢') . (A.16b)
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Sprungfunktion (Stufenfunktion):

1 1
On(z) = 3 + —~ arctg ne
On(z) = bn(e) (A.17)
—0'(z) = §(z)
Andere Folgen, die ebenfalls die §-Funktion reprasentieren:

dk ik
27re

n? _ 2
bn(z) = \/;e*" s (A.19)

Definiert eine Folge d,,(z) eine Distribution d(z), dann schreibt man dafiir auch
in symbolischer Form:

(A.18)

n

1
bn(z) = — sin ne = /
-n

d(z) = nli}moo dn(z)

Integraldarstellungen

Wir beschlieen diesen Abschnitt mit der Angabe einiger Integraldarstellungen
fiir 6(z) und verwandte Distributionen:

o0
_1 ikz
8(z) = 5 / dke (A.20)
—00
m .
) 1 elk.’l)
o0 - i | a2 az
—00

Wir definieren noch die Distributionen

o0
1 .
6+(3) = 5= / dk ik (A.22a)
0
0
1 .
6-(e) = 5= / dk ke (A.22b)
-0

Diese konnen auch in der Gestalt

5i(.’l}) =F !

— lim -
2mie—0z i

(A.23)

dargestellt werden. Des weiteren gilt
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lim -
e—02xtie

= Plrins(a) | (A.24)
X

worin P den Cauchyschen Hauptwert bedeutet,

—€

P %G(x)zelgno ( / +7> d:c%G(m) . (A.25)

hude o]

Die Distributionen 64+ haben die Eigenschaften

61(~2) = 63(z) (A.26)
2bi(a) = F 50 (A.27)
64(c) + 8- (2) = 8(z) (A.28)
61(2) = 6_()= 1P2 . (A.29)

A.3 Greensche Funktionen

Ausgehend von einem linearen Differentialoperator D und einer Funktion f(z)
stellen wir die lineare inhomogene Differentialgleichung

Dy(z) = f(x) (A.30)

fir ¢(z) auf.
Falls als Inhomogenitat eine §-Distribution an der Stelle 2’ eingesetzt wird,
ergibt sich

DG(z,2') = 6(z — ') . (A.31)

G(z,z') heifit Greensche Funktion des Differentialoperators D. Fiir transla-
tionsinvariantes D ist G(z,z') = G(z — z').
Mit Hilfe der Greenschen Funktion ergibt sich als allgemeine Lésung von

(A.30)
¥(@) = Yo(2) + [ do' Gle,2)f(2) (A32)
wobet g(z) die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

Dipo(z) =0 (A.33)

ist. (A.32) enthilt eine partikulare Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung in Gestalt des zweiten Terms, die nicht an eine spezielle Form der In-
homogenitat f(z) der Differentialgleichung (A.30) gebunden ist. Ein grofier

358



Vorzug der Greenschen Funktion besteht darin, dal diese, wenn sie einmal aus
(A.31) bestimmt ist, die Berechnung einer partikuldren Losung flir beliebige
Inhomogenitaten gestattet.

In der Streutheorie bendtigen wir die Greensche Funktlon der Wellenglei-
chung

(V249G -2') =¥ (z ') . (A.34)
Fiir die Fourier-Transformierte von G(z — ')

G(a) = [dPye 1 VG(y) (4.35)
ergibt sich aus (A.34)

(- +k)G(g) =1 . (A.36)

Aus der Umkehrung von (A.35) und aus (A.36) erhalt man zunachst fiir die
Greensche Funktion

G(y) = /(27{)3 e'd '”_q21+ = (A.37)

Allerdings existiert das Integral in (A.37) wegen der Pole bei + k nicht (k > 0).
Um ein wohldefiniertes Integral zu erhalten, miissen wir die Pole infinitesimal
von der reellen Achse wegschieben

el

Gel) = /(27r)3 q® —k2Fie

(A.38)

Im Integranden von G4 sind die Pole an den Stellen ¢ = & (k+ie/2k) und von
G- an den Stellen ¢ = + (k — ie/2k). Daraus sieht man, da8 die Verschiebung
der Pole von G4 im Limes € — 0 dquivalent der Deformation des Integrations-
weges langs der reellen Achse in Abb. 18.2 ist. Es folgt nach Ausfiihrung der
Winkelintegrationen

Gx(z) = 47r21r/ ? q - kZ:FlE ) (A.39)

Dar = |z| > 0, kann der Integrationsweg durch einen unendlichen Halbkreis in
der oberen Halbebene erganzt werden, so dafl sich mit Hilfe des Residuensatzes

e:i: ikr

Gi(z) = — (A.40)

47r

ergibt. G4 heifit retardierte Green-Funktion. Die Losung (A.32) setzt sich
hierfiir aus einer freien Losung der Wellengleichung und einer auslaufenden
Kugelwelle zusammen.
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G_ heiflt avancierte Green-Funktion. Die Losung (A.32) setzt sich dann
aus einer freien Losung der Wellengleichung und einer einlaufenden Kugelwelle
zusammen.

B. Kanonischer und kinetischer Impuls

In diesem Anhang stellen wir einige Formeln aus der klassischen Mechanik
geladener Teilchen im elektromagnetischen Feld zusammen.
Zunachst erinnern wir daran, da8 die Hamilton-Funktion

H= QLm (p— EA(:::,%E))2 + ed(x, 1) (B.1)

die klassischen Bewegungsgleichungen (B.3) ergibt. Dazu berechnen wir (man
beachte die Summenkonvention!)

) OH 1 e
T; = 8_p: = T-n— (pZ - —C-A,(:c,t)) (BZa)
O0H 1

e 3 = (- Eatnt) (- 5) -

. €
=zj=Aji—ed;

(B.2b)

mit f; = 0f/0z;. Aus (B.2a,b) folgt die Newtonsche Bewegungsgleichung
« . € . € . €. € . € .
also
. € .
mi; = (—:c X B+eE’)_ . (B.3)
4 ?
Hier haben wir noch

(& X B);i = €ijedjchrsAsr = 2j(Aj; — Aij) und

(rot A)y =By, und E = —grad® — 104
c Ot
bentutzt.

Man nennt p den kanonischen Impuls und m& aus (B.2a) den kinetischen
Impuls.

Aus (B.1) und (B.2) erhalten wir die Lagrange-Funktion
L=p:&:-H=mdz2+5A¢—1’23d:2—e¢
c

m

L=
2

22+ 4k —ed . (B.4)
C
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Auch iber die Lagrange-Bewegungsgleichung

dor_or
dt 8z Oz

erhalt man mit

L
%Ia_é =ma + EA , (%;) = %:ichj,i ~ed; und
1

d (0L . e . e . .
p (5;) = méih CAigdj + A wieder
. € .
mé=eE+ -2 X B ,
c

die Newtonsche Gleichung mit der Lorentz-Kraft.

C. Algebraische Bestimmung der
Bahndrehimpulseigenfunktionen

Wir bestimmen nun die Bahndrehimpulseigenfunktionen algebraisch. Dazu de-
finieren wir

T+ =z ti1y . (C.1)
Es gelten die folgenden Vertauschungsrelationen
(L:,zx] =+hzy, [Li,z4]=0 , [Li,z5]==%2hz

[L?,24] = L hay + hay L, + K2z, — 2hzL,
=2hay L, +2R%z 4 — 2h2Ly (C.2a)

wobei
L?=IL24+hL,+L-L4 (C.2b)

verwendet wurde.
Aus (C.2a) und (C.2b) und den ebenfalls algebraisch gezeigten Relationen
(5.2.4) und (5.2.5) folgen

Loz |,y = a4 LAL LY + hay |, 1) = R(I 4+ D)az4]l,]) und (C.3a)

L2z |1,1) = 21+ Day|l, 1) 4+ 202(1+ Dz4 |1, 1)
= h¥(I+ 1)1+ 2)z+|L1) . (C.3b)

x4 ist also der Leiteroperator fiir die Zustande |I,1):
|,y =N[I+1,1+1) . (C.4)
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Deshalb konnen die Drehimpulseigenzustande folgendermaflen dargestellt wer-
den:

|I,m) = N'L'"™(z,)}0,0) . (C.5)

N und N’ in (C.4) und (C.5) sind Konstanten. Da L[0,0) = 0 ist, folgt (vgl.
(5.4))

(@|Us,10,0) = (Us, [0,0) = (2]0,0)
also hangt

Yoo(x) = (x]0,0) (C.6)
nicht von den Polarwinkeln 9, ¢ ab. Die Norm von |0, 0)

(0,0[0,0) = [ d£2(0,0}2)(x[0,0)
ist 1 fiir

Yoo(z) = 7% (C.7)

Die Norm des Zustandes |I,1) ~ (24 /r)!|0,0), dessen Ortsdarstellung

(x]( )IO 0) = \/%sinl 9el®

lautet, ergibt sich folgendermafen:

(0,0|(%‘—)I(”’+)I|0 0) = (0, ol(”” +y” ) 0,0 = (0,0|(1 - f;)lm,(»

= (0,0| sin? 90, 0)
27 T

_ T S
—/dcp/dﬂ smt947rsm J

1
-1 / d(cos ¥) sin? 9 = I,

1
L= /dn(l — ) = —i2n(1 — 2!
0

1 1
+ 2l/dn n(1—n?)"1y
0 0

1
= —2in(1 - n*)~!
0

— 2L +21I_4
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21 2l 21-1) 2.2

T R Rl I R I SR IE e
_2n2-2)...2  2H@)?
TR+ DERI-1)...3  (21+ 1)
1
L= [dn(i-n?)=n-fn’l} =}
0
Also ergibt sich
bu() = — sin! 9% (C8)
i Tl .

und die Definition der Kugelfunktion

RPN (C15 2 LIRS T
Yu(d,¢) =(-1) oo de . (C.9)

Yu(¥, @) kann auch direkt aus den Gleichungen

: o . 0 :
LYy =hlYy und Ly¥y=0=e" <%+l°tgﬂ5§£> e se)

gefunden werden. Aus der ersten folgt
Yy = ' £(9)

und aus der zweiten
2 5(9) = ~1ctg9f(9)
a9’ \V) T T8

-(;J: = lctgddv

log |f]| =llog sin 9 + A
f=asin' 9 qed

Die tibrigen Eigenfunktionen ergeben sich durch Anwenden von L_:
(L™, 1) = N'|l,m) . (C.10)

Zur Bestimmung von N’ gehen wir aus von

L_|l,m) =h/(I+m)(I—-m+D|lm—-1) ,
daraus folgt
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(L™ 0 = [(20-1-(20 = 1)-2...(1+m + 1)(I = m)]Y 21, m)

— m)\L/2
= ((il()ll(-i{_myl) K™, m) und

(14 m)!
I — m)!

Nun wenden wir den Operator L. an

Yim (9, ) = (L™ Y(0,¢) (C.11)

: : 9 9 ,
ime __ _—ip ime
L_f(9)e =e ( 39 -1-1c‘cg19—8 >f(19)e

= &(M=De(_1)(f'(9) + mctgdf)

Vergleichen wir dies mit

dcf)lsﬁ(f sin™ 9) = —~(f' + mfctgd) sin™ 1 I,
sehen wir
ime _ gm-1 i o 4 557 9)
L—f(ﬂ)e € sin 19 dcosﬂ

Die (I — m)-fache Anwendung von L_ ergibt

. , d'=m sin? 9
(L) "™el gin! 9 = ei™Psin™™ 9 W und (C.12)
l—m .. 2]
P ALY 1 e o g & ™sin? 9
Yim(9:0) = (=1) \/ Tompgr zn o ey (1Y

— ! l+m . 21
_ (-1 )I+m : (I—m)l(21 + 1)e‘"“"’ Gn™ dT™ sin* Y
2t (I +m)l4n (dcos¥)i+m
fir m>0 . (C.13)

Fur m < 0 definiert man:
Vim(d,9) = (=1)"Y'_,(d,¢) (C.14)

was gegeniiber dem sich direkt aus (C.13) nahelegenden Ausdruck den Faktor
(—1)™ enthalt. Damit ist die algebraische Herleitung der Bahndrehimpulsei-
genfunktionen abgeschlossen.

Anmerkung: Beim Ubergang von (C.13) zu der konventionellen Darstellung {C.13’) haben
wir benutzt, dafl die assoziierte Legendre-Funktion

P(n) =

Lo gpymrz ST gy (C.15)
211: n dnitm :
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die Identitat

P = (—D’"%;—:%Pz’" , (C.16)

erfillt. Zu deren Herleitung bemerken wir, da sowohl P/™ wie auch P ™ fiir gerades [
Polynome . Grades in 7 sind und fur ungerades [ Polynome ({ — 1). Grades sind, multipliziert

mit /1 — n2. Des weiteren enthilt die Differentialgleichung fiir P/ den Koeffizienten m nur
quadratisch, deshalb ist P,”™ ebenfalls Losung und muf} der regularen Ausgangslésung P/

proportional sein. Zur Bestimmung des Proportionalitatsfaktors vergleichen wir die hochsten
Potenzen von 7 in den mit (1 — n?)™/2 multiplizierten Ausdriicken von P7™ und P

_ 1L dmmeP -l e

1—n? m/QP—m — —
(=)™ h 20~ dpi-m 200+ m)

I+m+.”

und

i i
(1 _ 1,,2)m/2PIm - (1 - 772)'" d +m(772 _ 1) — (21)!(_1)m I4+m
21 dnitm 211 — m)!

+ ...,

woraus sich (C.16) ergibt.

D. Tabellen und Periodensystem

Umrechnungsfaktoren:

1eV = 1.60219 X 1071°7J

1IN = 10%dyn

1] =1X 107 erg

1C = 2.997925 X 10% esu = 2.997925 X 10° \/dyn cm?®
1K = 0.86171 X 107%4eV

1eV = 24180 X 10" Hz = 1.2399 X 10~ *cm

1T = 10*GauB (G)

14 = 10"8cm

365



2° 0; 3
W01 X 6L18°C W .01 X 6L18°C < oM& x il 01 NuoE SNIPEIUAUOIINI[T JaYdSISSery
T v
34/ 1101 X €0885L'1 8/ns3 01 X 65LTLT'S ue/02 Bunpeusuonyayg ayosyzadg
98LETO0'T Dyt /e U01014: UOIINAN] STUI[EYIIATISSEI
601°9¢81 ut /Y UOIINI[J : U0I01] SIUI[BYIIAUISSRIA
AN §576£6 o ard1auaayni-
nwe 7699800°1 S 8N 12-01 X 6vL9'1 8,01 X 69L9°T S ASSRIWAYNIUIVOIINAN
AP ST'8E6 e ad1susayni-
nWe 99/7.00°T S 3N 12-01 X 9TLY'1 8,01 X 97491 d 355BWAYNIUIUOI0IJ
AN 011670 el 31319uaayni-
nwe 0l X 658%'S = 8% (-01 X 9601°6 8 47-01 X 9601°6 i 3SSRWAYNIUIUOIING]T
AN S 1€6 T 3% ;7 01 X £5099'1 3,01 X £5099'1 :uE«N.MI (nwe) 1ayUaUassRA 3IBWOLY
1-S W 0T X §T6L66°C 1-5 W o101 X §T6L66°C 2 11y 3puimyosadigorT-wnnyey
D 6-01 X 612091 0s3 o, 01T X $pTE08 Y 03 Sunpepeiuawaly
S A2 51-01 X TT8S'I T ST 4-01 X 9¥50°1 $813 .01 X 9S0'1 M=y
wnjuenbsunyity sagasyouelq
S A3 01 X LSETY T ST 4e-01 X 79299 s 813 .01 X 79799 Y
walskg Sunppisieq
IS s3> IS s3>
wy uy

1aYUlg pun 11omus[yez

pPuogy huv.o 1oquis

3gQ1D

uajuejsuoy adnydim

366



-0 W N 601 X 5586’8
TZ NlE NU NTO* X 8168’8
-V N -0l X 99ST'T = -V N ;,-01 X ¥p

2-S W $9908'6
-8 W N 0T X TEL99 T

-3 819 01 X T908€'T

-5 WA .07 X §9908°6
W2 UAD ;01 X TEL99

A 8T6LT =
-1 £ z-01 X 2901¥'1 -5 813 (01 X 790141

97 $96S1100'T =

(-1 [ 4¢-0T X 8¥87'6

-L [ z-0T X 6080°S

1-L [ 2-01 X I9LT6

A3 8G09ET T [ -01 X 66L1°T

w01 X 8167

1-D 812 01 X 89876

-9 819 ,, 01 X 6050°S

-D 818 [, 01 X IPLT6

819 .01 X 66L1T

wd .01 X 816§

9t0'LEL

I
W 01 X 9198°¢
W01 X €9TP'T

W3 10T X 9198°€
W ;01 X €927

(faup)/1
Amuolv\ 1= 03
orf
dug
02
UEN
o2
P X Pou uwi
Yo% o 05y
M
oy O3up
20
Pufy
Pufy

oy

drf

n

A

84

0p

¥
¥

JjueisuoYy-uuewzijog

Jjuelsuoyzusnijuj

ajuelsuoysuonnpu]

SunSiune[yasaqire J-piepueis

alueisuoysuoleliaeln)

suolo1d sap uEUEOEuuGWNS

suoaaidg sap Juawounaudey

uolaudewuIa)f

uolaudey sayssiyog

(sjjo1513s58 M) Sap @1d1aUlSpPUBISNZ
-punin) sjueisuoy-31aqpLy

sapueisnzpunidyjois1assem

sap snipey Jayasigog

3IUEISUONININIISUIS J AYISP[aJIdW IO

suonya[g sap adugus[ap -uoidwor

367



Qﬁm 1, N\MQN
s | e wel e go| peel  gs|  go|  as| gepa| epe| pogsi posL oproutpy
il I c6l g6d O Wl | WO WV | yetd| g ldN| | A | L] g2V
#a, 5| %, g, g, | oa,| “u, "I N\mr Hy| #a, (uapig aua)es)
IPPSS9 | 35,59 | (35,59 | 135,59 | 139,59 | 39,59 |F9PS;59 | 390S,59| 39,59 | 39,59| 9,89 | 39,59 | 35,59 |35D8,59| PSS9 aprouEI e
I QA | ML | glH wOH | gfa 594L poPO| gNT | WS | p™Md| oPN| ggid 8?0 BT )
N\QQN Uy N>m~
P9,SL SL S) IIA
8%V | e | 197
oo | ka,|  ca| s, 4| Way| s | s | tap| Aa,| Tao| Ysy| Cac| *Aa,| | “a|  s| Ds,
49 9 49 49 49 |d9y;PS,89 | ;PSS9 | (PSS9 | (PES9|,PG,S9 [sPGS9 | PGS9 [PG89 |PSS9 | PS9] PS,59 S9| s9f1a
9808 g?V | 40d g/ dd nll| oeBH g0V gdd | II| 9SO} PH| pM | gBL FH| 4 BT o FH | ¢SO
’s; N\nmn g, s, bd, ﬂmN Uy N\KN sy g, g g, ts, N\hau | #a, 05y N\«mN
5,86 | (S PF [,d5PF | (d50¥ | A8y P¥ |dG) 7,86 | 07,56 | PP8S | (PP | PFSS | PFSS [ PEsS | PSS | PYsS | PSS e | ssl sl A
ye2X gl | 2L US| o"S | PO w3V gPd | oU¥ | »M| 2L | gOW | AN | 2] & | 7S | 5,94
%y N\mmn i, N\an O N\_& 'y SwN Tag N\a,m« 'a, N\mmw ', N\nr.: b N\mQN Uy N\ﬁmN
o757 | (ObgPe |, bR | by P | ¥ PE |dByPEST | (PEST | PEST | gPEST | PEST |PESE |PEST | PESE [PESF | PESP|PESH | 8% | 8% | Al
9e T3l set8 | P8 ) SV PD B[ Y2 gZ10 g!N 100 | 9Pd | M| 4710 g2 L] 18| 0] o
g | Ya,| | s,| 4 ha, arErow 55, | ¥,
de,se Jde ae Mde | dese dg,se 1epq S| sef
gtV 10 oS gd n's eV ’ puEIsnZpuNIn a8 | ;BN
Ti+ 8¢
', N\mnNN W, | s, ’q, g, :o.zﬁzmc:wv_mn:mum:Nuzﬁo sy N\ﬂmN
g 4z e Az | dg,s2 dz,sz Jluauwalg SeST 185ST | 11
0r°N ¢d sO N 9 off PRI I
om« Quas suag olIEjoU N\—mn
&1 -o[eH -ON[BYD qexyre| st | o1
PH -prg| H
osed ElEaEDig
TePd eIV

(ZSt °S (6961 WERPIASWY O MAN “OU] ‘UNUB[USYG "V "M\) SOUDYII WnIUDnY U0 $24n1297 WA g "5) SNB) WI)SASUIPOLId]

368



Sachverzeichnis

Abschirmung 214,218
Absorption 268ff, 301f
Actinoide 225

Adiabatische Niherung 243ff
Aharonov-Bohm-Effekt 132fF
Airy-Funktionen 185
Alpha-Zerfall 60ff
Anschlufibedingung 58f 284
Antikommutator 325

Antiquark 81

Atomkerne 283

Atommodell

— Rutherford 8

- Thomson 8

Atomphysik 9

Atomradius 219

Atomstruktur 199ff
Atomtheorie 8ff,199fF, 301
Aufenthaltswahrscheinlichkeit 84
— klassische 49

— radiale 117

Austauschterm 208, 211f, 218,222, 248,252
Austrittsarbeit 4f
Auswahlregeln 210f, 238, 273ff
Axiome der Quantentheorie 37,149, 327f

Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten 100ff

Bahndrehimpulsoperator 95

Baker-Hausdorff-Formel 24

Balmer-Formel 8f

Balmer-Serie 119

Baryon 200,204

Basis 92

Basissystem 151,346

Bellsche Ungleichung 349ff

Besetzungszahloperator 42

Bessel-Funktionen 287f, 312

— spharische 278ff, 283,287,296

Beugung 7f,312

Beugungsexperiment 11

Bewegungsgleichung 13,25,27,260,263

Bindung 254

Bindungszustand 71,73,77,110ff, 185,247,
253, 2801, 320, 323f

Bohrsche Postulate 9

Bohrscher Radius 116,123

Bohrsches Magneton 130

Bohr-Sommerfeld-Quantisierung 9,186

Boltzmann-Konstante 4

Born-Oppenheimer-Naherung 245{f
Bornsche Naherung 300f, 314
Bose-Einstein-Kondensation 204
Bose-Einstein-Statistik 200
Bose-Sektor 318,325

Boson 162, 200f
Breit-Wigner-Formel 79,82, 306

de Broglie-Wellenlange 7
Clebsch-Gordan-Koeffizienten 175
Compton-Effekt 6f
Compton-Wellenlange
Cooper-Paare 64,136
Coulomb-Barriere 62,81
Coulomb-Potential 112ff, 314, 321ff
— gebundene Zustande 112fF,116
Coulomb-Wellenfunktion 116,283,314

6,122

Darwin-Term 193ff
Davisson-Germer-Versuch 7
Determinismus 327ff

Deuterium 63

Diagonalmatrix 32

Diamagnetismus 128

Dichte-Matrix 329ff

Dipolmoment 240f, 256
Dipolstrahlung 210, 272fF
Dirac-Darstellung 263
Dirac-Gleichung 1,189
Dirac-Notation 145

Diracsche Delta-Distribution 35,52,266
Distribution 353ff

Doppelspalt 11

Drehimpuls 95ff
Drehimpulsaddition 169ff
Drehimpulsquantenzahl 114, 323
Drehimpulsquantisierung 10, 98ff
Drehimpulsvertauschungsrelationen 95
Drehimpulszustande 101ff, 295, 361fF
Drehung im Ortsraum 95ff

Drehung im Spinraum 335

Dualitat 7

Durchgangsamplitude 78
Durchlassigkeitskoeflizient 59

Ehrenfestsche Adiabatenhypothese 9
Ehrenfestsches Theorem 26ff, 54
Eichtransformation 131

Eichung, transversale 269

369



Eigenfunktion 31,45,50,69
— gemeinsame 90fF
— radiale 295
Eigenwert 31, 316ff, 330F
— physikalische Bedeutung 33f
Eigenwertgleichung 30ff
Eigenzustand 34, 44,316
Einheitsoperator 22
Einstein-Podolski-Rosen-Argument 347ff
Eisengruppe 225
Elektrische Stromdichte 268
Elektrodynamik 2,10
Elektromagnetische Ubergange 272fF
Elektron 4ff,8ff, 201
Elektron-Elektron-Wechselwirkung 207{F
Elektronenemission 5,60, 64
Elektronen im Magnetfeld 137f, 156ff
Elementarladung 8,366
Elementarteilchen 81,200f
Energiedichte 5
Energieeigenwert 35,65
Energieeigenzustand 46
Energiemessung 88
Energieniveau 8ff,317
Energiestromdichte 5
Energieunscharfe 87ff, 267
Energie-Zeit-Unscharfe 87ff
Entartung 32,120,175, 282
Entwicklung nach Eigenfunktionen 32f,
143
Erhaltungssatze 155
Erwartungswert 27,331, 333,337
Erzeugungsoperator 45,269f

Feinstruktur 123, 189ff
Feinstrukturaufspaltung 193ff
Feinstrukturkonstante 116,190
Feld, elektromagnetisches 360f
Fermi-Dirac-Statistik 200
Fermi-Energie 203
Fermi-Impuls 203
Fermi-Kugel 203

Fermion 162,200, 283
Fermi-Sektor 318,325
Flulquantisierung 136f
Fourier-Transformation 353
Franck-Hertz-Versuch 9
Funktion, charakteristische 34
Funktionalableitung 215

Gauss’scher Integralsatz 14,29
Gauss’sches Integral 15
Gauss-Verteilung 16
Geiger-Nutall-Regel 63
Gesamtdrehimpuls 169
Gesamtheit

— gemischte 329fF

— reine 329fF

Gesamtspin 197

370

Gluonen 200

Goldene Regel 264ff

Greensche Funktion 290f, 358fF
— avancierte 360

— retardierte 291,359
Grundzustand 203, 315f
Grundzustandsenergie 47,315
Gruppengeschwindigkeit 16,38
Gyromagnetisches Verhaltnis 161

Hadronen 81f,200

Halbwertsbreite 17

Halbwertszeit 62

Hamilton-Funktion 25,41

Hamilton-Operator 25,41, 315f

Hankel-Funktionen, spharische 279f

Hartree-Fock-Naherung 213, 216ff

Hartree-Naherung 213, 214ff

Hauptquantenzahl 114, 323f

Heisenberg-Darstellung 153ff, 2591f, 334

Heisenberg-Mikroskop 19,329

Heisenberg-Operator 260f

Heisenbergsche Bewegungsgleichung
260

Heisenbergsche Unscharferelation 86

Heitler-London-Methode 250,251fF

Helium 205fF

Helizitat 274

Hermite-Polynome 41,46f

Hermitizitat 23

Hertzscher Dipol 8

Hohlraumstrahlung 3f

Homéopolare Bindung 253

Hundsche Regeln 223,227ff

Hyperfeinstruktur 124, 196fF

Hyperfeinwechselwirkung 197

HJ Molekill 247fF

H; Molekil 249fF

Identische Teilchen 199fF
Impuls 17ff, 20f, 24

— kanonischer 131, 360f

— kinetischer 131, 360f
Impulsdarstellung 150
Impulseigenfunktionen 35,142
Impulsmittelwert 19f
Impulsoperator 21
Impulsunscharfe 19,39
Indeterminismus 328, 347
Integraldarstellung 357f
Interferenz 7,12f,39,76,313
Interferenzstrom 299
Interferenzterm 12,297,299,337
Ionische Bindung 254
Ionisierungsenergie 206,216,218, 226

j-j Kopplung 229
Josephson-Effekt 64, 135f
Jost-Funktionen 308,310



Kastenpotential, spharisch symmetrisches
277,281,307

Kathodenstrahl 8

Kausalitat 327fF

Kern 61,284

Kernkrafte 61

Kernmagneton 167

Kernphysik 81,277

Kernspin 196

Knoten 47,73

Knotenzahl 66fF, 283

Kombinationsprinzip, Ritzsches 119

Kommutator 22,28,32,42,316

Konfiguration 224

Konjugation 70

Kontinuierliches Spektrum 8, 35f

Kontinuitatsgleichung 29,55

Kontinuumszustand 39f, 284, 318

Korrespondenzprinzip 24f

Kovalente Bindung 253

Kronecker-Symbol 35,354

K-Schale 117

Kugel, harte 303f, 312f, 314

Kugelfunktionen 101,103, 285fT, 295ff, 363ff

Kugelwelle 285,291,296, 359f

Laborsystem 313f
Lagrange-Funktion 360f
Laguerre-Polynome 115

— zugeordnete 115f
Lamb-Verschiebung 124,196
Landau-Diamagnetismus 129
Landau-Niveaus 138
Landé-Faktor 166
Lanthanoide 225
Larmor-Energie 345
Larmor-Frequenz 129
Lebensdauer 81,889,271
Legendre-Funktion, assozierte 102
Legendre-Polynome 102,286
Leiteroperatoren 315ff, 361,364
Lenzscher Vektor 119

Lepton 200f
Levinson-Theorem 309f
Lorentz-Kraft 361
Lorentz-Kurve 76,79

L-Schale 117

LS-Kopplung 189,191f, 209,227, 228
Lyman-Serie 119

L?-Raum 21

Magnetfeld, inhomogenes 10, 338
Magnetisches Moment 10,166,196,338
Masse, reduzierte 313

Matrix, hermitesche 32,139
Matrixdarstellung 317,325, 336
Matrixelement 260

Matrizenmechanik 9

Mechanik, klassische 2,26,328,339, 360

Mehrteilchensysteme 26, 152f, 199ff, 219ff

Meson 200,204

Mefigrofie 25,31

MefBprozefl 35;327ff

Messung, ideale 35,37,328

Metallische Bindung 254

Millikan-Versuch 8

Mittelwert 16,25,37,327

Molekiil-Bahn-Theorie 250f

Molekule 243ff

Momente einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung 33f

M-Schale 117

Multiplett 176,201

Multipolubergange 272f

Neumann-Funktionen, sphiarische 279
Von-Neumann-Gleichung 333f
Neumann-Reihe 263

Neutron 283f
Nicht-Kommutativitat 327
Niederenergie-Streuung 304, 308ff
Normierbarkeit 30, 39f, 64, 280,326
Normierung 13,317f, 341

— zeitliche Unabhangigkeit 30
Normierungsvolumen 40

Nukleon 283f

Nulloperator 22
Nullpunktschwankungen 48,196
Nullpunktsenergie 47f

Observable 26,31,37,327ff

Operator 21ff

— adjungierter 23,149

— Dipol 272

— Erzeugungs- 269

— Heisenbergbild 260

— hermitescher 23,37,327 331

— linearer 21

— Matrixdarstellung 139,142

— Schrédingerbild 260

— selbstadjungierter 23

— unitarer 326

— Wechselwirkungsbild 263

Operatoren, kommutierende 90fF

Orbital 104f, 224

Orthogonalisierungsverfahren 91

Orthogonalitatsrelation 32, 35,47, 286f

Orthohelium 207

Orthonormalsystem, vollstandiges 32,
40,148

Ortsbestimmung 19

Ortsdarstellung 150,362

Ortseigenfunktion 36,142

Orts-Impuls-Unscharfe 86

Ortsmittelwert 16

Ortsunscharfe 16,39

Oszillator, harmonischer eindimensionaler
4,41fF, 315, 319, 321

371



Paladiumgruppe 225
Parahelium 207
Paramagnetismus 128
Parameter, verborgener 347ff
Paritat 69f

Paritatsoperator 69,103
Parsevalsche Gleichung 18
Partialwellen 295fF
Partialwellenamplitude 295ff
Paschen-Back-Effekt 232f, 237f
Pauli-Gleichung 168,338
Pauli-Paramagnetismus 129
Pauli-Prinzip 201f
Pauli-Spin-Matrizen 164f, 335
Periodensystem 224fF
Periodische Stérung 267f
Permutation 199f

Phase 38

Phasenfaktor 38,132
Phasengeschwindigkeit 16
Phasenverschiebung 73,79, 285, 295fF
Photoelektrischer Effekt 4ff
Photon 5ff, 200

Plancksche Konstante 2,366
Plancksches Strahlungsgesetz 4
Platingruppe 225

Plétzliche Parameteranderung 261f
Poisson-Gleichung 220
Poisson-Klammer 27
Polardiagramme 104f
Polarisation 4,270,274,337,340
Polarisierbarkeit 239, 258

Pole

— der Durchgangsamplitude 78

— des Transmissionskoeflizienten T76ff

Potential

— abgeschirmtes 214,218
— abstoflendes 285,304,312
— anziehendes 285,311

— komplexes 303

— kurzreichweitiges 277,283, 303ft, 306,310

— langreichweitiges 293

— reflexionsfreies 74, 318fF

— rotationssymmetrisches 283
Potentialbarriere 57

Potentialberg 60f
Potentialschwelle 57ff
Potentialstreuung 296,313
Potentialstufe 51fF

— unendlich hohe 57
Potentialtopf

— eindimensionaler 40, 64, 74ff, 281
— spharischer 280f, 284f, 295f, 305fF
— unendlich tiefer 67,283
Produkt, direktes 152f, 332
Projektionsoperator 147f, 332f
Proton 283

Quadratintegrable Funktionen 21
Quadrupoliibergange 210,272

372

Quantentheorie, supersymmetrische 315ff
Quantenzahl, radiale 113,283
Quantisierung 4, 8,269

Quark 81,200f,204

Quasiklassische Naherung 339

Q-Wert 63

Ramsauer-Effekt 310
Randbedingung 57,68
Raum, linearer 145
Raumgquantisierung 10
Rayleigh-Jeans-Gesetz 3
Reaktionsquerschnitt 302
Reduktion der Wellenfunktion
(des Wellenpakets) 93,341
Reduzierte Masse 213,254
Reflexion 54,56,312
Reflexionsamplitude 56
Reflexionskoeffizient 54,75
Reichweite, effektive 310
Relativistische Korrekturen 189fF
Relativitatstheorie, spezielle 2,5,327,348
Relativkoordinaten 254
Resonanz T4ff, 81fF, 293, 305fF
Resonanzbedingung 305
Resonanzenergie 78,83
Resonanzstreuung 305ff
Riemannsches Blatt 78,307f
Ritzsches Variationsprinzip 212
Rontgen-Strahlen 6f
Rotationen 243, 254fF
Rotationsinvarianz 295
Russell-Saunders-Kopplung 228
Rydberg-Atome 214,275
Rydberg-Ritzsches Kombinationsprinzip 8
Rydberg-Zustande 214,275

Schalenmodell des Kerns 283f
Schalenstruktur des Atoms 224
Schattenstreuung 303,313
Schrodinger-Darstellung 153,260, 334
Schrodinger-Gleichung 1, 111f, 24f, 37, 70f
— freie 13f,290

— im elektromagnetischen Feld 127
— in Impulsdarstellung 151

— fiir Mehrteilchensysteme 26

— mit Potential 25

— radiale 110,277,280, 321f

— zeitabhangige 14

— zeitunabhangige 30
Schrodinger-Katze 343
Schwankungsquadrat 16,47
Schwarzsche Ungleichung 85
Schwerefeld 338f

Schwerpunkt eines Wellenpakets 80
Schwerpunktssystem 213,254,313f
Schwingung, harmonische 319
Selbstkonsistente Felder 213ff
Seltene Erden 225

Separation 30,101,109,125



Singulettzustand 171,206, 347,349

Skalarprodukt 21ff, 146f

Slater-Determinante 202,216

S-Matrix 296, 308

Soliton 74,319

Spektralserien 119

Spektroskopische Symbole 193,210

Spektrum 8f,36,73

Spezifische Warme 255

Spiegelungsoperator 69

Spiegelungssymmetrie 65,69

Spin 10, 161ff, 167f, 325, 334fF

Spin-Bahn-Wechselwirkung 189, 191f, 209fF,
227,228,284

Spinor 165, 335f

Spin-Statistik-Theorem 200

Spontane Emmission 270ff

Sprungfunktion 320,357

Spur 332f

SQUID 135f

Stark-Effekt 231, 238f

Stationaritat der Phase 38,80

Stern-Gerlach-Experiment 10, 161f,
3381t

Stetigkeitsbedingungen 54,58, 65f, 281,
283, 303

Storstelle, abgeschirmte 64

Storungstheorie

— fiir entartete Zustande 181f

— nichtentartete 180f

- zeitunabhéangige 179fF

Stofiparameter 297,300

Strahlungsgesetz 4

Strahlungskorrekturen 196

Streuamplitude 79,292, 295ff

Streulange 310ff

Streulosung 73

Streuquerschnitt

— differentieller 293f, 297,307,312

— elastischer 297, 302f

— inelastischer 301ff

— klassischer 304, 312f

— totaler 82,294,297f

Streutheorie 289ff, 359

Streuung

— elastische 297, 302f

— inelastische 301ff

Streuzustand 73f, 2901, 320

Stromdichte 14,268,270f, 291, 293f

Sudden Approximation 261f

Superposition, linecare 12,14,40,336f

Superpositionsprinzip 13

Supersymmetrischer Partner 316,
318ft

Supraleitung 136

SUSY-Transformation 325

s-Welle 285,304,307, 308fF

Symmetrie 200

Symmetrieeigenschaften 69f

Symmetrisierung 200

Teilchen, klassisches 2,16
Teilchenbegriff 7

Teilchendichte 203,268
Teilchenflu 53,301
Teilchenstromdichte 268
Teilchenzahlerhaltung 55,301
Termschema 118

Testfunktionen 353

Theorem, optisches 298f
Thomas-Fermi-Dirac-Naherung 222f
Thomas-Fermi-Naherung 219ff
Thomas-Prazession 191
Transformationsmatrix, unitare 32,140
Translation 243

Transmission 59
Transmissionsamplitude 56,59
Transmissionskoeffizient 54,75,79
— analytische Eigenschaften 76ff
Triplettzustand 171, 206
Tunneleffekt 57ff, 60
Tunnelwahrscheinlichkeit 60

Ubergangsamplituden 264, 346
Ubergangselemente 225
Ubergangsmatrixelement 267
Ubergangsmetalle 225
Ubergangsrate 266,268
Ubergangswahrscheinlichkeit 264, 346
Uberlappung 340
Uberlappungsintegral 248
Ultraviolettkatastrophe 4
Umkehrpunkte, klassische 62
Umkehrradius, klassischer 298
Unscharfe 2

Unscharfeprodukt 47
Unscharferelation 9, 19f, 851F, 328,347
Unstetigkeitstelle 52

Van-der-Waals-Kraft 254, 256fT
Variationsprinzip 183,212
Vektorraum, dualer 146
Verbreiterung 17,39
Vernichtungsoperator 45,269
Vertauschungsrelationen 28,42,325,361
Verweilzeit 80

Vibrationen 243, 254fF
Vielteilchensysteme 152f, 1991f, 219fF
Viererimpuls 6

Viererskalarprodukt 6

Vierervektor 6

Virialsatz 194

Vollstandiger Satz von Observablen 92
Vollstandigkeitsrelation 32, 35,47,287
Von-Neumann Gleichung 333f

Wahrscheinlichkeit 12f, 25,33
Wahrscheinlichkeitsdichte 12,29,37,55,298
— im Impulsraum 18,36

— im Ortsraum 36

— radiale 118
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Wahrscheinlichkeitsinterpretation 11ff,347

Wahrscheinlichkeitsstromdichte 29,54

Wahrscheinlichkeitstheoretische Begriffe 33

Wahrscheinlichkeitsverteilung 12f

Wasserstoffatom 8,117ff,123

Wasserstoffbricke 254

Wasserstoffmolekul 249

Wechselwirkung

— Dipol 257

— Elektron-Elektron 207

— elektromagnetische 200

— retardierte 258

— schwache 200

— starke 200

-— mit dem Strahlungsfeld 268fF
van der Waals 254, 2561

Wechselw1rkungsdarstellung 156,263

Welle

-— ebene 11,14, 35,280, 285fF, 294

—— elektromagnetische 2

Welleneigenschaften 7,11

Wellenfunktion 11ff,25,37,77

— asymptotische 279, 292f, 295fF

Wellengleichung 359

Wellenlange 6f

Wellenpaket 14fT, 38f, 74, 80fT, 289fT, 338f

— Gauss’sches 15,18,39,51

— in Resonanznahe 80ff

Wellenzahl 53

Wiensches Gesetz 4

Wigner-3j-Symbol 176f

Wilson-Kammer 7

WKB-Methode 61,183ff, 339

Yukawa-Potential 300

Zahlen, magische 284
Zeeman-Effekt 231ff
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— anomaler 130,232

—— normaler 129ff

Zeitabhingige Storungstheorie
262fF

Zeitentwicklung 26,37,259fF

Zeitentwicklungsoperator 260

Zeitordnungsoperator 261

Zentralpotential 107ff, 277{f

Zentrifugalpotential 110,298

Zerfallsrate 84

Zerfallswahrscheinlichkeit 62

Zitterbewegung 193

Zufallsvariable 33

Zusammengesetzte Teilchen 204

Zustand 37

— angeregter 44,67,321

-— antisymmetrischer 200ff

— gebundener 64,247,253,281

— gemischter 330ff

— gerader 65

— Heisenberg 260

— koharente 49ff

— makroskopischer 341f

-— metastabiler 211, 341

— mit minimaler Unscharfe 87

— reiner 330fF

— Schrédinger 260

— stationarer 9,30,45,73, 289fF, 295,323,
339,346

—— symmetrischer 200

— ungerader 281

— Vakuum 270

— virtueller 306

Zustandsdichte 73,266

Zustandsvektor 144

Zwer-Korper-System 123f

Zyklotronfrequenz 138
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